
Analiza matematyczna 3. No...tki z wyk ladu 8b

Tw. 2. (o istnieniu funkcji uwik lanej, wersja z)

Niech F : D → IR be
‘
dzie klasy C1 w otoczeniu punktu p0∈D⊂ IR3 i niech F (p0)=0.

Jeśli F ′z(p0) 6= 0, to istnieje otoczenie (a1, b1)×(a2, b2)× (c, d)⊂D punktu p0
i funkcja ϕ : (a1, b1)×(a2, b2)→ (c, d) taka, że

(*) F (x, y, z) = 0 ⇐⇒ z = ϕ(x, y), dla wszystkich (x, y, z)∈ (a1, b1)×(a2, b2)×(c, d).

Ponadto
ϕ′x(x, y)=−F ′

x(x,y,z)
F ′

z(x,y,z)
, ϕ′y(x, y)=−F ′

y(x,y,z)

F ′
z(x,y,z)

, dla z=ϕ(x, y), (x, y)∈(a1, b1)×(a2, b2).

Uwaga. Z (*) wynika tożsamość
F
(
x, y, ϕ(x, y)

)
= 0, dla wszystkich (x, y)∈ (a1, b1)×(a2, b2).

4. Znajdź równanie p laszczyzny stycznej do powierzchni z3+y2=16+xyz w (1, 4, 2).

Dla F (x, y, z) = z3+y2−16−xyz obliczamy F ′x(x, y, z) = −yz, F ′y(x, y, z) = 2y − xz,
F ′z(x, y, z) = 3z2 − xy. Ponieważ F ′z(1, 4, 2) = 3 · 22 − 1 · 4 = 8 6= 0, wie

‘
c w pewnym

otoczniu punktu (1, 4, 2) powierzchnia jest wykresem funkcji uwik lanej z = ϕ(x, y).

Sta
‘
d mamy ϕ′x(1, 4) = − −4·2

3·22−1·4 = 1, ϕ′y(1, 4) = − 2·4−1·2
3·22−1·4 = − 3

4 ,

ska
‘
d dostajemy równanie p l. stycznej: z = 2 + 1 · (x− 1)− 3

4 (y − 4).

5. Powierzchnia P ma równanie 4x2 + 7y2 + 7z2 + 8yz = 4xy + 4xz + 3. Wiedza
‘
c,

że P ma kszta lt elipsoidy, wyznacz jej punkt o najwie
‘
kszej zetowej wspó lrze

‘
dnej.

Niech F (x, y, z) = 4x2 + 7y2 + 7z2 − 4xy − 4xz + 8yz − 3.

Mamy F ′x(x, y, z) = 8x−4y−4z, F ′y(x, y, z) = 14y−4x+8z, F ′z(x, y, z) = 14z−4x+8y.
Uk lad równań
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= 0

F (x, y, z) = 0

F ′z(x, y, z) 6= 0

⇔



F ′x(x, y, z) = 0

F ′y(x, y, z) = 0

F (x, y, z) = 0

F ′z(x, y, z) 6= 0

⇔



8x− 4y − 4z = 0

14y − 4x + 8z = 0

4x2+7y2+7z2+8yz=4xy+4xz+3

14z − 4x + 8y 6= 0

ma dwa rozwia
‘
zania p1 =

(
1

2
√
6
,− 1√

6
,
√

2
3

)
, p2 =

(
− 1

2
√
6
, 1√

6
,−
√

2
3

)
(żmudnie!).

Dlaczego szukanym punktem jest
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.


