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1. Zapisz ca lke
‘

∫∫
S

f(x, y) dω jako ca lke
‘

iterowana
‘
(lub sume

‘
ca lek iterowanych) w

uk ladzie biegunowym i w uk ladzie kartezjańskim, gdy:

a) S = {(x, y) : x2+ y2 ≤
√

2 ∧ x ≤ 0} b) S = {(x, y) : x2+ y2 ≤ 4x ∧ |y| ≤ x}

c) S = {(x, y) : 4 ≤ x2+y2 ≤ 4y} d) S = {(x, y) : |y| ≤ x ≤ 4} e) S = [0, 1]2

2. Wyraź ca lki we wspó lrze
‘
dnych biegunowych i oblicz je.

a)
1∫
0

√
1−y2∫
0

sin(x2 + y2) dxdy b)
2∫
0

√
2x−x2∫

−
√
2x−x2

y2

x2+y2 dydx c)
2∫
1

x∫
0

π dydx

d)
1∫
0

x
√
3∫

0

xy dydx+
2∫
1

√
4−x2∫
0

xy dydx e)
3/
√
2∫

−3

√
9−x2∫
0

x

x2 + y2
dydx

g)
3∫
0

√
9−x2∫

−
√
9−x2

|x+ y| dydx h)
1∫
0

√
x−x2∫

−
√
x−x2

x2 + y2 dydx i)
∫∫

x2+y2<2y

x2 + y2dω

3. Oblicz ca lki a)
∫∫∫
N

x2+ydω, N = {(x, y, z);x, y, z ∈ IR+∪{0}, x+y+z ≤ 1}

b)
∫∫
M

x3 dω, M = {(x, y); 4x2 +y2 ≤ 4} c)
∫∫
R

|x2−y|dω, R = [0, 1]× [0, 1]

d)
∫∫∫
O

1 dω, O = {(x, y, z);x2 + y2 + z2 ≤ 1, x ≥ 0} e)
∫∫∫

[−a,a]3
|y|+ |z| dω

4. Obliczyć obje
‘
tość obszaru (a-f: ograniczonego powierzchniami):

a) x+ y + z = 4, x = 3, y = 2, x = 0, y = 0, z = 0 b) z = 4, x2 + y2 = z

c) x2 + y2 + z2 = 2z, x2 + y2 = z2 d) 2z = (x− 1)2 + y2, x+ z = 5

e) z = 4x+ 2y, x2 + y2 = 1, z = 0 f) x2 + y2 = 4x, x2 + y2 = z2, z = 0

g) {(x, y, z) : z2 + 4 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 9} h) {(x, y, z) : |x|+ |y|+ |z| ≤ 9}

5. Znajdż (o ile istnieja
‘
) wszystkie wartości parametru p takie, że obje

‘
tość bry ly B

jest równa 1, gdy B jest ograniczona powierzchniami:

a) x2 + y2 = z2, z = p, z = 0 a’) x2 + y2 = pz2, z = 1, z = 0

b) x2 + y2 = z, x2 + y2 = p, z = 0 b’) x2 + y2 = pz, x2 + y2 = 1, z = 0

c) z = x2 + y2, x2 + y2 + z = p c’) x2 + y2 = 3(z + p), x2 + y2 = 4(p− z)

d) p = x2 + y2 + z2, z = |x| d’) 1 = x2 + y2 + z2, z = p|x|


