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1. Wyraź ca lki we wspó lrze
‘
dnych cylindrycznych i oblicz je.

a)
∫∫∫
A

x2 + y2 dV gdzie A jest wyznaczone przez pow. x2 + y2 = 1, z = 0, z = 4

b)
∫∫∫
B

z dV dla B = {(x, y, z) : x2+y2+z2≤1, x, y, z ≥ 0} c)
3∫
0

x∫
0

2∫
0

x dzdydx

d)
∫∫∫
D

y2 dV gdzie D jest wyznaczone przez pow. x2 + y2 + z2 = 4, x2 + y2 = 1

2. Wyznacz pole powierzchni a) wykresu f-cji f : P → IR, f(x, y) = a
√
x2 + y2

b) bry ly V = {(x, y, z) : x2+y2+5 ≤ x2+y2+z ≤ 9} b’) bry ly x2+y2+|z| ≤ 9

c) cze
‘
ści pow. z = x2 leża

‘
cej nad trójka

‘
tem o wierzch. (0,0,0), (1,0,0), (1,1,0).

d) cze
‘
ści sfery 16=x2+y2+z2 leża

‘
cej w walcu d’) x2+y2 = 4 d”) x2+y2 = 4x

e) cze
‘
ści wspólnej dwóch kul o promieniu R, których środki leża

‘
w odleg lości 2a

3. Wyraź ca lki jako ca lki iterowane w nowych podanych wspó lrze
‘
dnych (nie obliczaj ich)

a)
2∫
1

9∫
4

x
√
ydydx

{
x = u
y = v2 b)

∫∫
1 ≤ x+y ≤ 2
3 ≤ y−x ≤ 4

xydω
{
x = u−v
y = u+v c)

2∫
1

x2∫
0

ydydx
{
x=
√
u

y = v

4. Znajdź nowe wspó lrze
‘
dne, w których obszar ca lkowania jest ko lem o środku (0,0),

lub jego cze
‘
ścia

‘
i wyraź ca lki w nowych podanych wspó lrze

‘
dnych (nie obliczaj ich)

a)
∫∫

(x−3)2+(y−4)2≤9
xy dω b)

∫∫
(4x− 12)2 + 9y2 ≤ 4

y ≤ 0, x ≥ 3

xy dω c)
2∫
0

3
√
4−x2∫

−3
√
4−x2

xy dydx

4’. Oblicz: a)
∫∫

(x+5)2+4(2y+1)2≤9
xy dω b)

∫∫
(x+y)2+(2x+3y)2≤4

xy dω

5. Wyraź ca lki w nowych podanych wspó lrze
‘
dnych i oblicz je.

a)
3∫
2

√
25−x2∫

√
16−x2

xy dydx

{
s = x

t =
√
x2 + y2

b)
1∫
0

1−x∫
0

(x + y)10dydx

{
x = s cos2 t
y = s sin2 t

* * *

6. Uzasadnij, że cia
‘
gi ak=

∫∫
[0,9k]×[0,kπ]

1
1+(x2+y2)2 dω, bn=

∫∫
x2+y2≤n2

x,y≥0

1
1+(x2+y2)2 dω :

a) sa
‘
rosna

‘
ce b) ∀

n
∃
k
ak > bn b’) ∀

k
∃
n

bn > ak c) lim
k→∞

ak = π2

8

7. Dla jakich wartości parametru p > 0 ca lka
∫∫

||(x,y)||≤1

1

(x2 + y2)p
dω jest zbieżna?

.


