
Analiza matematyczna 3. Lista 14. (ca lki w geometrii)

1. Niech V1, V2 oznaczaja
‘

stożki (H = R = 1), które ’stoja
‘
’ na p laszczyźnie z = 0

i których środki podstaw sa
‘
w odleg lości 1. (Rysunki — patrz link na stronie wyk ladu)

a) Oblicz pole powierzchni przekroju V1 ∩ V2 Odp. 2 ·
(
π
3
−

√
3

4

)
· (1 +

√
2)

b) Oblicz obje
‘
tość V1 ∩ V2 Wsk.

∫
1

cos3 x dx = sin x
2 cos2 x + 1

2 ln 1+sin x
cos x + C

2. Oblicz obje
‘
tość bry ly V , gdy: Wsk. |V |obj =

∫∫∫
V

1 dω =
∫ 3

0

∫ ?

?

∫ ?

?
1 dy dx dz

ak) V = Vk = {(x, y, z) : x, y∈
[
0, ( z

3 )k
]
, z∈ [0, 3]}, dla k=4 Wsk. dla k∈{0, 1, 2}

bk) V = Vk = {(x, y, z) : x2+y2 ≤( z
3 )k, z ∈ [0, 3]} dla k∈{0, 2, 1}

c) V = {(x, y, z) : (x− cos( z
32π))2+(y − sin( z

32π))2 ≤( z
3 )2, z ∈ [0, 3]}

d*) V = {(x, y, z) : (x−f( z
3 ) cos( z

32π))2+(y−f( z
3 ) sin( z

32π))2 ≤(f( z
3 ))2, z∈ [0, 3]}

3. Niech V = {(x, y, z) : (x− z
3 )2+y2 ≤( z

3 )2, z ∈ [0, 3]} (pochy ly stożek).

a) Uzasadnij, że p laszczyzna z = 3x dzieli V na bry ly o równych obje
‘
tościach.

b) Czy te
‘

w lasność ma każda p laszczyzna zawieraja
‘
ca punkty (0, 0, 0), (1, 0, 3)?

* * *

Poniżej ’wyznacz’ oznacza ’zapisz jako ca lke
‘

iterowana
‘
lub sume

‘
ca lek iterowanych w uk l.

kartezjańskim i/lub cylindrycznym (biegunowym)’. Niektóre można obliczyć. KTÓRE?

4. Wyznacz obje
‘
tość i pole powierzchni bry ly V , gdy:

a) V jest cze
‘
ścia

‘
wspólna

‘
dwóch walców o promieniu R, których osie sa

‘
prostopad le

b) V jest torusem, tzn. jest bry la
‘
otrzymana

‘
z obrotu wokó l osi OZ ko la

K = {(x, 0, z) : (x−Rd)2 + z2 ≤ R2
m}, gdzie 0 < Rm < Rd.

5k. P laszczyzna z = x rozcina Uk na dwie cze
‘
ści; mniejsza

‘
oznaczmy Vk dla

U1 = {(x, y, z) : 0 ≤ z ≤
√

1−x2−y2}, U2 = {(x, y, z) : 0 ≤ z ≤ 1−
√
x2 + y2},

U3 = {(x, y, z) : 0 ≤ z ≤ 1−x2− y2}, U4 = {(x, y, z) : x2 + y2 ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1}.

Wyznacz:
a) obje

‘
tość Vk b) pole pow. Vk c) d lugość ’krawe

‘
dzi’ Vk

d) mase
‘
Vk, gdy ge

‘
stość jest sześcianem odl. od osi OX d’) od p l. x = 1

2
e) energie

‘
kinetyczna

‘
Vk kre

‘
ca

‘
cego sie

‘
wokól osi x = 1

2 , y = 0 w sta lym tempie
siedmiu obrotów na sekunde

‘
, gdy ge

‘
stość jest sześcianem odleg lości od osi OX

f) środek cie
‘
żkości Vk, gdy ge

‘
stość jest kwadratem odleg lości od ( 1

2 , 0, 0)

6k. Powtórz zad.5k, k= 1, 2, 3, gdy zamiast z=x weźmiemy powierzchnie
‘
x2+y2 =x.

7k. Powtórz zad.5k, gdy zamiast z=x weźmiemy p laszczyzne
‘
x = 1

3 .

* * *

Poniższe zadania (treningowe) można zrobić ’sprytnie’; niemal nic nie rachuja
‘
c.

Spróbuj

8. Krzywe A,B,C,D,E = {(x, y) : x2 + (1−|y|)2 = 1} sa
‘
skierowane od S do S, jak

pokazano poniżej. Pole ~F = (P,Q) jest takie, że ∂Q
∂x −

∂P
∂y = y + 6 + x9.
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A B C D E∫
A

~F ◦ d~r = ...
∫
B

~F ◦ d~r = ...
∫
C

~F ◦ d~r = ...
∫
D

~F ◦ d~r = ...
∫
E

~F ◦ d~r = ...

9. Oblicz wartości ca lek krzywoliniowych

a)
∫
A

ln ((x− 2)2 + y2) ds gdzie B jest okre
‘
giem o środku (2,0) i promieniu 2

b)
∫
B

y +
√

2 ds gdzie B jest okre
‘
giem o środku (2,0) i promieniu 2

c)
∫
C

x+ y(x4 + 1) ds gdzie C jest odcinkiem o końcach (0,0) i (0,2)

d)
∫
D

(πx− 5y, 5x+ πy + cos(xz), z + sin4 y3) ◦ d~r

. gdzie D = {(x, y, z) : x2+y2 ≤ 9, x ≥ 0, z = 0}


