ANALIZA MATEMATYCZNA 3. POWTORKA. Drzewiej bywalo (na egzaminach)

1. Wyznacz dlugosé krzywej zadanej parametrycznie
z(t) = 9  cos(mt), y(t) = 9 'sin(nt), t € [0, +00) .
Pod jakim katem krzywa ta przecina okrag o srodku w punkcie (0, 0) i promieniu %?

2. Oblicz pole powierzchni i objetosé bryly opisanej uktadem nieréwnosci
220, y>z, 2?+y*<4.

3. Oblicz [ 3z2ydx+223dy , gdzie K jest brzegiem obszaru {(z,y) : 22 <y < 2—2?}
K

4. Wyznacz warto$é najwieksza, i najmniejsza, f-cji f(x,y) = 22 + 22 — 8 —y? + 4y
okreslonej na [—3, 3]2. Podaj wszystkie punkty, w ktérych te wartoci sa przyjmowane

5. Wyznacz érodek ciezkosci pétkuli z2 + 32 + 22 < 6z, z < 0, ktérej gestodé g jest
proporcjonalna do kwadratu odleglosci od osi potkuli i osiaga najwieksza warto$é 3.

(63623’3 —1)z2 dla z#0

dnij).
293 —5y2 +6y dla =0 (wzasadnij)

6. Zbadaj ciaglo$é funkeji f(x,y) = {
7. Zmnajdz (i uzasadnij) kres gérny i kres dolny wartosci funkeji f przy podanych
warunkach i znajdz wszystkie argumenty, w ktérych te kresy sg przyjmowane, gdy:
a) fla,y) =2’y gdy a®+(y—1)><1.
b) f(z,y,2)=a"+y*+2° gdy 2’ +y> =z i z+y=1.

B1. Niech [ oznacza prosta w przestrzeni opisana réwnaniem (z— 1)+ (y—4)% = 0.
Plaszczyzny styczne do powierzchni z4xy = 24y w punktach (0,1, 1), (=1, -2, —5)
wycinaja z prostej [ odcinek. Znajdz jego dlugosé.

B2. Oblicz objetosé bryly opisanej uktadem nieréwnosci
2< a2 +y?, 24+4>222+29% >0, y>0, 2>0.

B3. a) Oblicz catke krzywoliniows, nieskierowana, [ |y|ds po okregu K = 0((0,1),2).
2 o
b) Dokonaj zmiany kolejnosci catkowania: [ [ 2 dy dx. Oblicz obydwie calki.
0 —x
B4. Wyznacz najmniejsza, i najwieksza, wartosé funkcji f(x,y) = 3z +4y+5(x?+y?)
na zbiorze Z = {(z,y) : ot 2t oyt =t y2}. Wyznacz wszystkie punkty, w
ktérych te wartosci sg przyjmowane.

B5. Kula 22492+ 22 < 4 ma gestosé¢ g proporcjonalng do odleglosci od érodka kuli i
na brzegu kuli przyjmuje wartosé %. Kula obraca sie wzgledem prostej przechodzacej
przez punkty (0,0, 2), (0,2,2) ze stals predkoscia katowa w. Wyznacz energie kinet.

B6. Zbadaj istnienie granicy funkcji f, g, h w punkcie py = (0,0), gdzie

o 22 4 42 23 — 43
= = h = —
flz,y) g(z,y) e (z,y) RS

, . Uzasadnij odpowiedz.
22 + y2 J odp

C1. W ukl. wspdlrzednych zaznacz linie opisane parametrycznie (podaj ich nazwy)
a) x(t) =|cos(2nt)|, y(t) = sin(2xt), t € [-1,2] .
b) x(t) = 2cos(2nt), y(t) = 3sin?(2nt), t € [-1,2] .
c) x(t) = 2cos?(2rt), y(t) = 3sin®(2nt), t € [-1,2] .

C2. Przyjmijmy, ze dziedzina f-cji f(z,y) = x+yjest D = {(x,y) : 2> +ay+y? = 1}.

Zbadaj w ktorych z ponizszych punktéw funkcja f osiaga maksima lokalne,
-1), B(1,1), C(&, %), D(—4,—%)?
C3. Niech I' oznacza brzeg obszaru S = {(x,y) : 1 < 22 +4y? <4, x,y > 0}. Oblicz:
a) calke kizywoliniowa, [ el®*24+[y+3]ds b) catke podwéjna [ el +v%1 gy
r S

a w ktérych minima lokalne: A(1,

c) [(3y*—emT)dx + (730 +yt + 1) dy , gdzie T jest okregiem x% 4+ y?> =9
r

d) [ydz+zdy+xdz, gdzie L jest tamang ABC : A(0,0,0), B(2,2,0),C(0,1,1).
L

C4. Oblicz mase stozka o pr. podstawy R =11 wys. H = 2, ktérego gestos¢ jest
funkcja, liniowa, odleglosci od podstawy: 0 przy podstawie, 1 przy wierzchotku.

D1. Wyznacz wszystkie punkty, w ktérych ciagla jest funkcja
3,2
eV’ — 1
fay =3 g e oF0
23 4+ 92 -6y dla =0

D2. Linie: 22 + 2y? = 3 i y° + 3zy? + 223 = 4 przecinaja sie w punkcie (1, —1).
Pod jakim katem?

D3. Drut D o ksztalcie péltokregu o promieniu 3 ma stala gestosé réwna, 5.
W jakiej odlegtosci od koncow D lezy jego $rodek ciezkosci?

D4. Oblicz pole czeéci powierzchni sfery x2 + y? + 22 = 1 zawartej w zbiorze
Z={(z,y,2): /(x—1)> +y?> < z}.

D5. Niech S oznacza stozek o promieniu podstawy 1 i wysokosci 2. Niech ¢ oz-
nacza prosta przechodzaca przez wierzcholek stozka i prostopadls do jego osi. Stozek
obraca si¢ wokot £ w stalym tempie 5 obrotéw na sekunde. Gestos¢ stozka jest wprost
proporcjonalna do szescianu odlegosci od jego osi i 7 jest jej najwieksza wartoscia.
Oblicz (do korica) energie kinetyczna tego stozka (Wsk. w ukl. cylindr.).

D6. Niech K = {(z,y): 2?4y =1,y> 0}, L={(z,y): 2 <1y= 0},

M = {(m,y) cy=|z| - 1,22 < 1} oznaczaja krzywe skierowane od (—1,0) do (1,0).

Oblicz: [ Pdz+Qdy, [ Pdx+Qdy wiedzac, ze Q,— P, = 5+2'7i [ Pdz+Qdy = V2.
K M L

D7. Wyznacz warto$¢ najmniejsza, i wartos¢ najwieksza, (o ile istnieja) funkeji
f(x,y) = |2% + y? — 25| + 32 + 4y na zbiorze W = {(m,y) st 42 < 102}.
Wyznacz wszystkie punkty, w ktorych te wartosci sa przyjmowane.



