
Analiza matematyczna 3. Powtórka. Drzewiej bywa lo (na egzaminach)

1. Wyznacz d lugość krzywej zadanej parametrycznie
x(t) = 9−t cos(πt), y(t) = 9−t sin(πt), t ∈ [0,+∞) .

Pod jakim ka
‘
tem krzywa ta przecina okra

‘
g o środku w punkcie (0, 0) i promieniu 1

3?

2. Oblicz pole powierzchni i obje
‘
tość bry ly opisanej uk ladem nierówności

z ≥ 0, y ≥ z, x2 + y2 ≤ 4 .

3. Oblicz
∫
K

3x2ydx+2x3dy , gdzie K jest brzegiem obszaru {(x, y) : x2 ≤ y ≤ 2−x2}

4. Wyznacz wartość najwie
‘
ksza

‘
i najmniejsza

‘
f-cji f(x, y) = x2 + 2x− 8− y2 + 4y

określonej na [−3, 3]2. Podaj wszystkie punkty, w których te wartości sa
‘
przyjmowane

5. Wyznacz środek cie
‘
żkości pó lkuli x2 + y2 + z2 ≤ 6x, z ≤ 0, której ge

‘
stość g jest

proporcjonalna do kwadratu odleg lości od osi pó lkuli i osia
‘
ga najwie

‘
ksza

‘
wartość 3.

6. Zbadaj cia
‘
g lość funkcji f(x, y) =

{
(ex

2y3

− 1)x−2 dla x 6= 0
2y3 − 5y2 + 6y dla x = 0

(uzasadnij).

7. Znajdź (i uzasadnij) kres górny i kres dolny wartości funkcji f przy podanych
warunkach i znajdź wszystkie argumenty, w których te kresy sa

‘
przyjmowane, gdy:

a) f(x, y) = x2y gdy x2 + (y − 1)2 ≤ 1 .
b) f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 gdy x2 + y2 = z i x+ y = 1 .

B1. Niech l oznacza prosta
‘
w przestrzeni opisana

‘
równaniem (x−1)2 +(y−4)2 = 0.

P laszczyzny styczne do powierzchni z+xy = x3+y w punktach (0, 1, 1), (−1,−2,−5)
wycinaja

‘
z prostej l odcinek. Znajdź jego d lugość.

B2. Oblicz obje
‘
tość bry ly opisanej uk ladem nierówności

z ≤ x2 + y2, z + 4 ≥ 2x2 + 2y2, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0 .

B3. a) Oblicz ca lke
‘

krzywoliniowa
‘
nieskierowana

‘

∫
K

|y|ds po okre
‘
gu K = o((0, 1), 2).

b) Dokonaj zmiany kolejności ca lkowania:
2∫
0

x2∫
−x

x dy dx. Oblicz obydwie ca lki.

B4. Wyznacz najmniejsza
‘
i najwie

‘
ksza

‘
wartość funkcji f(x, y) = 3x+4y+5(x2+y2)

na zbiorze Z =
{

(x, y) : x4 + 2x2y2 + y4 = x2 + y2
}

. Wyznacz wszystkie punkty, w
których te wartości sa

‘
przyjmowane.

B5. Kula x2 +y2 +z2 ≤ 4 ma ge
‘
stość g proporcjonalna

‘
do odleg lości od środka kuli i

na brzegu kuli przyjmuje wartość 9
8 . Kula obraca sie

‘
wzgle

‘
dem prostej przechodza

‘
cej

przez punkty (0, 0, 2), (0, 2, 2) ze sta la
‘
pre

‘
dkościa

‘
ka

‘
towa

‘
ω. Wyznacz energie

‘
kinet.

B6. Zbadaj istnienie granicy funkcji f, g, h w punkcie p0 = (0, 0), gdzie

f(x, y) =
x4 + y4

x2 + y2
, g(x, y) =

x2 + y2

x4 + y4
, h(x, y) =

x3 − y3

x4 + y4
. Uzasadnij odpowiedź.

C1. W uk l. wspó lrze
‘
dnych zaznacz linie opisane parametrycznie (podaj ich nazwy)

a) x(t) = | cos(2πt)|, y(t) = sin(2πt), t ∈ [−1, 2] .
b) x(t) = 2 cos(2πt), y(t) = 3 sin2(2πt), t ∈ [−1, 2] .
c) x(t) = 2 cos2(2πt), y(t) = 3 sin2(2πt), t ∈ [−1, 2] .

C2. Przyjmijmy, że dziedzina
‘
f-cji f(x, y) = x+y jest D = {(x, y) : x2+xy+y2 = 1}.

Zbadaj w których z poniższych punktów funkcja f osia
‘
ga maksima lokalne,

a w których minima lokalne: A(1,−1), B(1, 1), C( 1√
3
, 1√

3
), D(−

√
3

3 ,−
√

3
3 ) ?

C3. Niech Γ oznacza brzeg obszaru S = {(x, y) : 1 ≤ x2 +y2 ≤ 4, x, y ≥ 0}. Oblicz:

a) ca lke
‘

krzywoliniowa
‘

∫
Γ

e[x+2]+[y+3] ds b) ca lke
‘

podwójna
‘

∫∫
S

e[x2+y2]dω

c)
∫
Γ

(
3y2 − esin x

)
dx+

(
7x+

√
y4 + 1

)
dy , gdzie Γ jest okre

‘
giem x2 + y2 = 9

d)
∫
L

ydx+zdy+xdz, gdzie L jest  lamana
‘
ABC : A(0, 0, 0), B(2, 2, 0), C(0, 1, 1).

C4. Oblicz mase
‘

stożka o pr. podstawy R = 1 i wys. H = 2, którego ge
‘
stość jest

funkcja
‘
liniowa

‘
odleg lości od podstawy: 0 przy podstawie, 1 przy wierzcho lku.

D1. Wyznacz wszystkie punkty, w których cia
‘
g la jest funkcja

f(x, y) =

 ex
3y2 − 1

x3
dla x 6= 0

2y3 + y2 − 6y dla x = 0

D2. Linie: x2 + 2y2 = 3 i y5 + 3xy2 + 2x3 = 4 przecinaja
‘
sie

‘
w punkcie (1,−1).

Pod jakim ka
‘
tem?

D3. Drut D o kszta lcie pó lokre
‘
gu o promieniu 3 ma sta la

‘
ge

‘
stość równa

‘
5.

W jakiej odleg lości od końców D leży jego środek cie
‘
żkości?

D4. Oblicz pole cze
‘
ści powierzchni sfery x2 + y2 + z2 = 1 zawartej w zbiorze

Z = {(x, y, z) :
√

(x− 1)2 + y2 ≤ z}.

D5. Niech S oznacza stożek o promieniu podstawy 1 i wysokości 2. Niech ` oz-
nacza prosta

‘
przechodza

‘
ca

‘
przez wierzcho lek stożka i prostopad la

‘
do jego osi. Stożek

obraca sie
‘

wokó l ` w sta lym tempie 5 obrotów na sekunde
‘
. Ge

‘
stość stożka jest wprost

proporcjonalna do sześcianu odlegości od jego osi i 7 jest jej najwie
‘
ksza

‘
wartościa

‘
.

Oblicz (do końca) energie
‘

kinetyczna
‘
tego stożka (Wsk. w uk l. cylindr.).

D6. Niech K =
{

(x, y) : x2 + y2 = 1, y ≥ 0
}

, L =
{

(x, y) : x2 ≤ 1, y = 0
}

,

M =
{

(x, y) : y = |x| − 1, x2 ≤ 1
}

oznaczaja
‘
krzywe skierowane od (−1, 0) do (1, 0).

Oblicz:
∫
K

Pdx+Qdy,
∫
M

Pdx+Qdy wiedza
‘
c, żeQ′x−P ′y = 5+x17 i

∫
L

Pdx+Qdy =
√

2.

D7. Wyznacz wartość najmniejsza
‘

i wartość najwie
‘
ksza

‘
(o ile istnieja

‘
) funkcji

f(x, y) = |x2 + y2 − 25|+ 3x+ 4y na zbiorze W =
{

(x, y) : x2 + y2 ≤ 102
}

.
Wyznacz wszystkie punkty, w których te wartości sa

‘
przyjmowane.


