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Mariusz Mirek z Instytutu Matematycznego Uniwersytetu Wroctawskiego opu-
blikowal w tym roku, wraz z Benem Krause i Terencem Tao, artykut Pointwise
ergodic theorems for mon-conventional bilinear polynomial averages w czasopi$mie
Annals of Mathematics. Znaczenie tego czasopisma dla spotecznosci matematykow
wymyka sie wszelkim wskaZnikom bibliometrycznym. Matematykowi nie przejdzie
przez mysl, zeby wysta¢ tam swoj artykul, chyba, ze dokonal jakiego§ wielkiego
odkrycia, udowodnit twierdzenie, ktore zelektryzuje spotecznosé matematykow lub
rozwigzal wazny problem, z ktorym bezskutecznie mierzylto sie juz wiele oséb. Aby
artykut przeszedl redakcyjne sito, musi zawiera¢ wybitne i przetomowe rezultaty, a
i to nie zawsze wystarczy. W ciagu roku na tamach Annals of Mathematics pojawia
sie jedynie kilkadziesigt, a w niektoérych latach wrecz kilkanascie, prac. Dodajmy
tez, ze matematycy afiliowani na polskich uczelniach sa tam obecni raczej spora-
dycznie (np. w ciagu ostatniej dekady, pomijajac opisywany przypadek, zdarzylo
sie to tylko dwa razy).

Badania matematyczne dotycza struktur bardzo abstrakcyjnych i ztozonych, dla-
tego wyjatkowo trudno opisaé je laikom. Nie przedstawimy wiec szczegotowo efek-
tow badan Mariusza Mirka. Opiszemy jednak pokrotce motywacje, ktora za nimi
stala oraz nakreslimy sylwetke jednego z jego wspotautorow. Bowiem napisanie ar-
tykut wspolnie z Terence’em Tao to powdd do dumy nie mniejszy niz opublikowanie
artykulu w Annals of Mathematics.

Nasza opowie$¢ bedzie dotyczy¢ podzbioréw liczb naturalnych.

Zbiory zlozone z liczb naturalnych bywaja duze i mate. To, co doktadnie ro-
zumiemy pod stowami ,duze”’ i ,male”; zalezy od kontekstu. Mozemy na przyktad
rzec, ze zbiory matle to te, ktére sa skoriczone, a zbiory duze, to te, ktore sa nie-
skoniczone. Linie demarkacyjna miedzy tym, co mate i co duze, mozemy wytyczy¢
réwniez na inne sposoby.

Mozna uzyé pojecia gestosci asymptotycznej. Powiemy, ze zbiér ma gestosé %,
jezeli dla odpowiednio duzych liczb naturalnych n mniej wiecej potowa liczb mniej-
szych od n nalezy do naszego zbioru. Podobnie, zbiér ma gestosé %, jezeli dla
odpowiednio duzych liczb n mniej wiecej % liczb mniejszych od n nalezy do na-
szego zbioru. Ogodlna i formalna definicja gestosci zbioru A brzmi nastepujaco:
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jej zrozumienie nie jest jednak konieczne dla dalszej lektury.
Przyktadem zbioréw o gestosci % sa: zbior liczb parzystych, zbiér liczb niepa-
rzystych, ale tez zbiér liczb parzystych wiekszych od 1000. Zbiér liczb podzielnych
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przez 5 bedzie mial gestos¢ £, a zbior liczb, ktore nie sa podzielne przez 3, ma

gestosé % Istnieja takze zbiory o gestosci bedacej liczba niewymierna (na przyktad
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tak zwane liczby bezkwadratowe, ktére maja gestosé %) a nawet zbiory, ktore nie
posiadaja gestosci.

Zauwazmy, ze wszystkie zbiory skonczone maja gestos¢ 0. Ale nie tylko one!
Przyktadem jest tu zbiér ztozony z wszystkich poteg liczby 2, a wiec z liczb

1,2,4,8,16,32,64, ...

W istocie, wérod pierwszych dziesieciu liczb naturalnych cztery sa potega dwojki (a
wiec 40% z nich), wsrod pierwszych stu juz jedynie siedem (a wiec 7%). Im dluzsze
odcinki bedziemy wybieraé¢, tym mniejsza ich czesé bedzie potegami dwojki, a Scislej
tym blizszy zeru bedzie stosunek liczby poteg dwojki do liczby elementéw odcinka.
To oznacza doktadnie tyle, ze zbidr poteg dwojki ma gestosé 0.

Podzbiory zbioru liczb naturalnych mozna wiec podzieli¢ na te o gestosci O i
pozostale, ktore roboczo bedziemy nazywaé zbiorami gestymi. Przyklad zbioru
wszystkich poteg dwojki swiadczy o tym, ze podzial ten nie jest tozsamy z podzia-
tem na zbiory skonczone i nieskoriczone.

Mozna tez zaproponowaé inng linie podziatu. Przypomnijmy, ze postepem aryt-
metycznym nazywamy skoniczony ciag liczb naturalnych, ktéry powstaje przez do-
dawanie do kolejnych jego wyrazow pewnej stalej (ktora bedziemy nazywaé rdz-
nicg). Przykladem jest tu ciag 2,5,8,11 (jego rozmica jest 3) czy 101, 201, 301.
Postepem arytmetycznym nie jest natomiast ciag 2,4,7. Powiemy, ze zbiér jest
szeroki, jezeli zawiera dowolnie dtugie postepy arytmetyczne. Takim zbiorem jest
zbior liczb parzystych, bo zawiera on postepy o réznicy 2 dowolnej dtugosci. Takim
zbiorem nie jest z kolei zbiér poteg liczby 2, bo nie zawiera on zadnego postepu
arytmetycznego dlugosci wiekszej niz 2.

Nasuwa sie tu naturalne pytanie: jaka jest relacja pomiedzy zbiorami gestymi i
szerokimi? Czy te pojecia sa od siebie niezalezne? Czy pokrywaja sie?

Pomedytujmy przez chwile nad zbiorem zlozonym z elementow

1,2,4,6,9,12,15,19, 23,27, 31, ...

Na jakiej zasadzie dobraliémy wyrazy tego ciagu? Zaczynamy od dwuwyrazowego
postepu arytmetycznego o réznicy 1 dlugosci 2 (1,2), potem nastepuje trojwyra-
zowy postep o réznicy 2 (2,4, 6), ktory przechodzi w 4-wyrazowy postep o roznicy 3
(6,9,12,15). Ciag ten powstaje przez zlepianie coraz dluzszych postepow arytme-
tycznych o coraz wiekszych roznicach. Jest to wiec przyklad zbioru, ktory zawiera
dowolnie dlugie postepy arytmetyczne, czyli zbioru szerokiego. Nie jest to jed-
nak zbior gesty, bo odstepy miedzy kolejnymi wyrazami powyzszego ciagu sa coraz
wicksze.

Powyzszy przykltad $§wiadczy o tym, ze rodzina zbioréw gestych i rodzina zbioréw
szerokich nie pokrywaja sie: istnieje zbior szeroki, lecz nie gesty. Czy istnieje w
takim razie zbior gesty, ktory nie jest szeroki? Okazuje sie, ze to pytanie jest daleko
nietrywialne. Zostalo zadane w latach 30’ przez wegierskich matematykow, Paula
Erdésa i Pala Turéna, a odpowiedzi doczekalo sie dopiero w 1975 roku. Odpowie-
dzial na nie, przeczaco, Endre Szemerédi. Fakt, ze kazdy zbiér gesty jest szeroki
nosi wiec nazwe twierdzenia Szemerédiego i jest jednym z najwazniejszych twier-
dzen kombinatoryki arytmetycznej. Niespelna dwa lata po6zniej Hillel Furstenberg
podal inny dowod twierdzenia Szemerédiego za co zostal niedawno uhonorowany
nagroda Abela, zwang czasami matematycznym Noblem. Podejscie Furstenberga
bylo wielkim przelomem we wspolczesnej teorii ergodycznej. Czesciowo dlatego,
ze oryginalny dowod Szemerédiego byt bardzo skomplikowany, a czesciowo dlatego,



ze argumenty Furstenberga doczekaly sie wielu daleko idacych uogélnienn. Metody
Furstenberga zostaly uzyte m. in. przez Bena Greena i Terence’a Tao, ktérzy udo-
wodnili, ze zbiér liczb pierwszych jest zbiorem szerokim rozwiazujac problem, ktory
trapil matematykéw co najmniej od 1770 roku, kiedy to sformutowal go Joseph Lo-
uis Lagrange.

Zatrzymajmy sie na chwile przy tym twierdzeniu i przy postaci Terence’a Tao.
To ten sam Terence Tao, ktoéry jest wspotautorem artykutu z Mariuszem Mirkiem.
Terence Tao jest zywa legenda w $wiecie matematykow. Jesli fraza ,zywa legenda”
przywotuje w nas obraz wiekowego medrca z siwa broda, to w tym wypadku jest
to skojarzenie zupelnie nie na miejscu, poniewaz Terence Tao nie skonczyt jeszcze
pie¢dziesieciu lat. Wybitne uzdolnienia przejawial juz jako dziecko (podobno sam
nauczy! sie czyta¢ w wieku dwoch lat), a jego kariera toczyla sie wyjatkowo szybko:
magistrem zostal w wieku siedemnastu lat, a profesorem w wieku lat dwudziestu
czterech. W chwili, gdy potwierdzal wspomniana wyzej kilkusetletnia hipoteze
Lagrange’a, nie mial jeszcze trzydziestki. Oprécz problemu Lagrange’a rozwiazal
szereg innych waznych probleméw i zostal laureatem Medalu Fieldsa, najbardziej
prestizowej nagrody matematycznej. Jest powszechnie uwazany za jednego z naj-
wybitniejszych zyjacych matematykow.

Coz ciekawego w udowodnionym przez Greena i Tao fakcie, ze zbior liczb pierw-
szych jest szeroki? Oto6z struktura zbioru liczb pierwszych jest jedna z najbardziej
nieprzeniknionych i tajemniczych struktur matematycznych. Fascynuje ona uczo-
nych co najmniej od czaséow Starozytnej Grecji. Przede wszystkim nie znamy ogol-
nej i szybkiej metody sprawdzania, czy dana liczba jest pierwsza (na tej ,stabosci”
ludzkiego rozumu opiera si¢ zreszta wiele algorytmow kryptograficznych). Tym
samym nhie jest jasne, w jaki sposob liczby pierwsze sa rozmieszczone wsréd liczb
naturalnych. Zachowuja sie one bardzo chaotycznie i w zasadzie niewiele wiecej
potrafimy o nich powiedzie¢. Pod koniec XIX wieku udowodniono twierdzenie, z
ktorego wynika, ze nie sa zbiorem gestym. Byt to dos¢ przetomowy wynik, ale po-
twierdzajacy intuicje, méwiaca, ze znakomita wiekszos$¢ liczb naturalnych nie jest
pierwsza.

Twierdzenie Greena i Tao, przeciwnie - zdaje sie raczej przeczy¢ naszym intu-
icjom! Skoro zbior liczb pierwszych jest szeroki, to znaczy, ze znajdziemy w nim
dowolnie dtugie postepy arytmetyczne. Trudno sobie wyobrazi¢ co$ bardziej regu-
larnego niz postep arytmetyczny. Mozna wiec rzec, ze Green i Tao pokazali, ze w
chaosie zbioru liczb pierwszych mozna odnalezé duze kawaltki porzadku (wtasnie w
sensie istnienia dowolnie dlugich postepow arytmetycznych).

Dowod tego twierdzenia nie precyzuje, jak takich postepow szukaé i jakie beda
ich roznice. Wsr6d matematykow, zaré6wno tych profesjonalnych jak i amatorow,
trwa pewnego rodzaju wyscig: kto znajdzie dtuzszy postep arytmetyczny ztozony z
liczb pierwszych. Rekordowe postepy znajdowane sa dosé regularnie, a palma pierw-
szenstwa przechodzi z reki do reki. Parokrotnie dzierzyl ja Jarostaw Wroblewski
z Instytutu Matematycznego Uniwersytetu Wroctawskiego. Np. w 2007 roku od-
kryl on postep arytmetyczny sktadajacy sie z 24 wyrazow (z ktoérych pierwszy to
468395662504823). Szukanie takich ciagéw wymaga sporej pomystowosci, ale tez
sporej mocy obliczeniowej. Wszelkie problemy z siecia komputerowa w Instytucie
Matematycznym wciaz komentuje sie zartobliwie méwiac, ze Wréblewski szuka liczb
pierwszych. Nawiasem moéwiac Jarostaw Wroblewski pisatl doktorat pod kierunkiem
Charlesa Feffermana (rowniez medalisty Fieldsa) na Uniwersytecie w Princeton w



czasie, gdy doktorantem byl tam rowniez (nastoletni wtedy) Terence Tao. Panowie
tworzyli nawet druzyne brydzowa.

Wracajac do historii zapoczatkowanej twierdzeniem Szemerédiego. Pora, zeby na
scene naszej opowiesci wszedl w koncu Mariusz Mirek. Mirek jest profesorem Uni-
wersytetu Wroctawskiego, na ktorym ukoriczyt studia matematyczne, tutaj rowniez
obronit doktorat przygotowujac rozprawe najpierw pod kierunkiem Andrzeja Hula-
nickiego, a po jego $mierci, pod kierunkiem Ewy Damek. Niedtugo po rozpoczeciu
pracy w Instytucie Matematycznym Mirek wyjechal na postdoka do Centrum Mate-
matycznego Hausdorfla przy Uniwersytecie w Bonn, na ktorym sie habilitowal. W
2012 roku, na krotko przed wyjazdem do Bonn, zostal zaproszony przez Eliasa M.
Steina na Uniwersytet w Princeton. Stein byl znakomitym matematykem, laure-
atem wielu prestizowych nagrod, autorem powszechnie uzywanych podrecznikow i
wychowawca calej rzeszy wybitnych matematykow (w tym promotorem doktoratow
Terence’a Tao i Charlesa Feffermana).

Podczas tej wizyty Stein zainteresowal Mirka pytaniem o istnienie dyskretnej
teorii funkcji kwadratowej Littlewooda—Paley. Byto to jedno z ulubionych pytan
Steina, nierozwiazane od poczatku lat dziewie¢dziesiatych ubiegtego stulecia, kiedy
to Jean Bourgain (kolejny tuz wspolczesnej matematyki, rowniez laureat Medalu
Fieldsa, uwazany za najwybitniejszego analityka ostatniego potwiecza) udowodnit
stynne punktowe twierdzenie ergodyczne wzdtuz wielomianowych orbit.

Po latach Stein bedzie wspominal dzieii poznania Mariusza Mirka jako jeden
z najszczesliwszych dni w swoim zyciu. Niespelna dwa lata od pierwszego spo-
tkania, Mirkowi udalo si¢ skonstruowaé dyskretny odpowiednik teorii Littlewooda—
Paley uzyteczny w wielu arytmetycznych problemach. To rozpoczeto bardzo owocna
wspolprace Mariusz Mirka z Eliasem Steinem. Wspotpraca obydwu matematykow
kwitla przez wiele lat, az do §mierci Steina w 2018 roku. Mirek i Stein opublikowali
wspolnie dziesie¢ prac, w ktorych taczyli techniki analizy harmonicznej, teorii liczb
i teorii ergodyczne;j.

W okolicach 2015 roku owocami tej wspolpracy oraz dyskretna teoria Littlewooda—
Paley zainteresowal sie wspomniany wyzej Jean Bourgain, ktéry zaprosit Mirka na
roczny staz do Instytutu Badan Zaawansowanych (TAS) w Princeton. Instytut Ba-
dan Zaawansowanych w Princeton jest jednostka badawcza w ktorej pracowali sam
Albert Einstein, J. Robert Oppenheimer, Kurt Gédel, czy John von Neumann. Aby
wyobrazi¢ sobie prestiz tego miejsca warto wspomnieé¢, ze od 1930 roku, daty zato-
zenia Instytutu Badan Zaawansowanych, wsréd stypendystow jak i statych pracow-
nikéw IASu, przewineto sie 35 laureatéw nagrody Nobla, 44 z 62 laureatéw medalu
Fieldsa, 22 z 25 laureatéw nagrody Abela oraz wielu stypendystow MacArthura i
laureatow nagrody Wolfa. Obecnie Mirek juz drugi raz odbywa staz w IAS.

Podczas pierwszego pobytu w TAS Mirek rozpoczat wspolprace z Jeanem Bour-
gainem, ktéra trwala do 2018 roku i zaowocowala piecioma artykulami. W czasie
jednej z wielu matematycznych rozméw Bourgaina z Mirkiem, Mirek dowiedziat sie
o nastepujacej hipotezie:

Hipoteza Furstenberga—Bergelsona—Leibmana. Niech (X, B(X), u) bedzie pro-
babilistyczng przestrzeniqg miarowq z odwracalnym przeksztatceniem zachowujgcym
miare T : X — X. Niech m,N € N oraz P,..., P, bedqg wielomianami o catko-
witych wspdtczynnikach takimi, zZe P1(0) = ... = P,,(0) = 0. Wtedy dla wszystkich
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zbiegajq dla p-prawie wszystkich x € X, gdy N — 0.

Ta hipoteza byta jednym z ulubionych pytan Bourgaina i obecnie stanowi je-
den z centralnych nierozwiazanych problemoéw wspolczesnej teorii ergodycznej. Nie
sposob w prostych stowach wyjasnié co ta hipoteza dokladnie orzeka, jednak warto
wspomnieé, ze wyrosta ona na kanwie stynnego twierdzenia Bergelsona—Liebmana
(uogolnienia twierdzenia Szemerédiego), mowiacego, ze zbiory szerokie zawieraja
nie tylko dowolnie dlugie postepy arytmetyczne, ale i dowolnie dlugie konfiguracje
wielomianowe postaci

x+ Pi(n),x + Py(n),...,z+ Pp(n)

dla dowolnych wielomianéw Pi,..., P, jak w wyzej wymienionej hipotezie.

Naszkicowana tu historia toczy sie dalej. Najnowszy rozdzial napisali Ben Krause,
Mariusz Mirek oraz Terence Tao w swoim artykule w Annals of Mathematics. Czy-
telnik oczekujacy, ze doktadnie przyblizymy w tym miejscu wyniki uzyskane przez
nich w tej pracy, bedzie rozczarowany. Jak wspomnieliSmy na poczatku (i mieli$my
okazje zobaczy¢ w kontekscie sformutowania hipotezy Furstenberga—Bergelsona—
Leibmana), opisywanie wspolczesnych badan matematycznych szerokiej publiczno-
§ci jest zadaniem dos¢ beznadziejnym. Zeby zobrazowac, jak bardzo beznadziej-
nym, zakonczmy nasz artykul pozostawiajac Czytelnika z glownym twierdzeniem
ich pracy.

Twierdzenie 1. Niech (X,B(X),u) bedzie o-skoriczong przestrzeniq miarowg z
odwracalnym przeksztatceniem zachowujgcym miare T : X — X. Niech P € Z[n]
spetnia degP > 2 i P(0) = 0. Witedy dla wszystkich 1 < p1,pa < oo spetniajgcych
pil—i—p% = % < 1 i wszystkich f1 € LP*(X), fo € LP2(X), istnieje funkcja f* € LP(X)
taka, ze

(1) lim AN (fy, o) () = ()
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dla p-prawie kazdego x € X, oraz w normie LP(X). Tutayj, Ar]i}f}?%(fl,fg) jest
wielomianowq Sredniq FurstenbergafWeissa
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ktora zgadza sie ze Srednig
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ne[l,N]knk j=1
dlad=k = 1, m = 2, T1 = T, P1,1(n) =n, Z.P172(n) = P(n)



