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Abstract. We give global criteria for the canonical reductions of
an unnecessary self-adjoint operator on a complex separable Hilbert
space. These criteria are obtained by an extension of the Poincaré
separation theorem for the eigenvalues of a Hermitian matrix. We
derive extremal properties of the singular values of a compact opera-
tor, thus generalizing known results in finite dimension (cf. {3], [10],
[11]) and the recent results by Géhberg and Krejn [7]. Our goal is to
find criteria for the factor analysis of a probability defined on a separa-
ble Hilbert space or of a real random function other than a finite or
countable set of real random variables.

1. INTRODUCTION ET NOTATIONS

Les opérateurs compacts dans un espace de Hilbert possédent de remar-
quables propriétés spectrales (cf. [1], [4], [5]) et leurs valeurs singuliéres
vérifient des caracteéres d’extrémalité sur lesquelles se fondent en particulier de
nombreux critéres d’analyses factorielles en probabilités ou en statistique. Bien
souvent, ces caracteres ne sont étudiés quen dimension finie pour une appli-
cation immédiate. Mais il est nécessaire de définir des analyses factorielles dans
un cadre aussi large que possible de maniére 4 mieux comprendre certaines de
leurs propriétés ou les appliquer 4 des processus aléatoires assez généraux (cf.
[2]). De ce point de vue, le cadre hilbertien est plus satisfaisant que le cadre
euclidien et matriciel.

Dans cet article, nous nous intéressons, dans le cadre des espaces de Hil-
bert séparables, a des critéres globaux de réduction canonique d’un opérateur
compact, non-nécessairement auto-adjoint. Nous en déduisons plusieurs carac-
téres extrémaux des valeurs singuliéres d’un opérateur compact généralisant,
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pour certaines, des propriétés connues dans un cadre matriciel (cf. [3], [10],
[11]) et avec une formulation sensiblement plus précise, et pour d’autres, des
résultats établis par Gohberg et Krejn [7]. i

L’approche utilisée est originale. Elle se fonde sur deux problémes impor-
tants d’optimisation définis a 'aide de la famille des normes symétriques
I, (pe[l, +o0]) sur 'espace des opérateurs compacts sur un espace de Hil-
bert complexe séparable H, et que nous résolvons 4 I'aide d’une extension dans
ce cadre du théoréme de Poincaré de séparation des valeurs propres d’une
matrice hermitienne.

Etant donné un opérateur compact T défini sur H, le premier probléme
consiste en la recherche d’un sous-espace F de dimension finie g fixée de H tel
que || Tgll, ou ||IPo T||, soit maximum, P et T, désignant respectivement le
projecteur orthogonal sur F et la restriction de T au sous-espace F, ou plus
généralement en la recherche d’un couple (F, F’) de sous-espaces de dimensions
finies fixées g et q' (¢ > q) tels que ||[P'oToP||, soit maximum, P et P’
désignant respectivement les projecteurs orthogonaux sur F et F'. La solution
est indépendante du réel p > 1 choisi: il faut et il suffit que F et F’ soient
engendrés respectivement par g premiers vecteurs propres de T*o Tet ¢ pre-
miers vecteurs propres de T'o T*. Le second consiste en la recherche dun
operateur U de rang fini fixé tel que ||7— UJ|, soit minimum, généralisant le cas
p =2 bien connu dans le cadre euclidien et matriciel (cf. [3], [10]). Nous
établissons notamment que, pour chaque réel p > 1, ce minimum est atteint si
et seulement si U est le développement de Schmidt d’ordre g de T, complétant
ainsi sensiblement un théoréme établi par Gohberg et Krejn [7]. Nous accor-
dons également une attention particuliére au cas p = oo, complétant encore sur
ce point le travail de GGhberg et Krejn [7].

Dans tout ce qui suit, on désigne par H, H', H", ... des espaces de Hil-
beri complexes séparables de produits scalaires notés indistinctement (-|-), de
normes associées ||-||. Le supplémentaire orthogonal de tout sous-espace vec-
toriel fermé Z de H (ou de H',...) sera noté Z*.

Nous désignerons par L(H, H') — ou L(H), lorsque H' = H — I'espace de
Banach des opérateurs (ou applications linéaires) continus de H dans H' muni
de la norme de la convergence uniforme |||+||l. Un élément de L (H) sera encore
appelé un opérateur continu sur H. L’adjoint de tout opérateur continu T de
H dans H' sera noté T*; Test dit auto-adjoint si T* = T (H' = H), et normal si
T*o T = T o T*. Pour tout sous-espace F de H, nous noterons T} la restriction
de T4 F, c’est-a-dire I'application de F dans H’' qui a tout x de F associe son
image Tx par T

Un élément auto-adjoint T de L (H) sera dit positif si la forme quadratique
qui 4 tout u de H associe le réel (Tu|u) est positive: on notera alors T 3= 0 (ou
0 <X T), < désignant I'ordre de Loewner sur L(H). Nous nommerons projecteur
orthogonal de H tout é€lément P de L (H) idempotent et positif. Tout projecteur
orthogonal P non-nul est tel que |||P||| = 1, et 'image de P est un sous-espace
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fermé de H. Pour chaque sous-espace vectoriel fermé F de H, nous appellerons
projecteur orthogonal de H sur F le projecteur orthogonal P de H d’image
F (de noyau F'). Enfin, pour chaque élément auto-adjoint positif T de L(H),
nous noterons T2 'unique élément auto-adjoint positif de L(H) vérifiant
(TY?? = T,

1.1. Décomposition polaire et valeurs singuliéres d’un opérateur continu. 11
est d’'usage d’appeler isométrie partielle de H dans H' tout opérateur continu
U de H dans H' tel qu’il existe un sous-espace vectoriel fermé Z de H, nommé
ensemble initial de U, vérifiant:

(@) (VveZ) ||Uvl| = [Ivll;

(ii) (VveZ') Uv=0.

Si P est le projecteur orthogonal de H sur Z, il s’ensuit que U, U* et P sont liés
par les relations

U¥oU=P et UoP=U.

Tout opérateur continu T de H dans H' peut s’écrire sous la forme T=Uo T’,
dite décomposition polaire de T, ou

T =(T*o T)'?,

et ot U est une isométrie particlle de H dans H', d’ensemble initial 'adhérence
ImT’ de ImT’ dans H (cf. [6]).

Les valeurs propres de T' — quand elles existent — sont des réels positifs
(en tant que valeurs propres d’un opérateur auto-adjoint positif) et nommeées
valeurs singuliéres de T. Si T est auto-adjoint, ses valeurs singuliéres coincident
alors avec les valeurs absolues des valeurs propres de 7. On notera que, si H’
est plongé dans un autre espace H”, alors Test un élément de L(H, H"), dont
'adjoint T* est T* = T*o P, ou P est le projecteur orthogonal de H” sur H’, et
donc

T*oT=T*oPoT=T*0T

Il s’ensuit que les valeurs singuliéres de T ne sont pas modifiées si I'on plonge
Pespace d’arrivée de T dans un autre espace de Hilbert séparable.

1.2. Quelques propriétés spectrales d’un opérateur compact. Nous dési-
gnons par o, (H, H) — ou par o (H), lorsque H = H — I’ensemble des
opérateurs compacts de H dans H'. Nous utiliserons quelques propriétés usu-
elles des opérateurs compacts, notamment (cf. [1], [4], [5]):

1. Tout opérateur de rang fini de H dans H’ est compact et 'ensemble des
operateurs de rang fini est dense dans o (H, H') muni de la norme de la
convergence uniforme.

2. La décomposition polaire de tout élément T de o (H, H') s'écrit
T=Uo(T*oT)'2, ou T’ = (T*o T)'/? appartient a o (H); de ce fait, sauf
mention explicite du contraire, on s’intéressera par la suite au cas ou H' = H.
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3. o, (H) est un idéal bilatére fermé dans I'anneau des opérateurs continus
sur H.

4. Le sous-espace propre E (1) de chaque valeur propre non-nulle 4 d’un
opérateur compact T sur H est de dimension finie et les sous-espaces propres
associées 4 deux valeurs propres distinctes sont orthogonaux.

5. Si {4;(T)}ws désigne la suite pleine décroissante des valeurs propres
strictement positives d’'un opérateur compact auto-adjoint positif T sur H (i.e.
chacune répétée un nombre de fois égal a la dimension du sous-espace propre
associé), et si {4, (T)}hex désigne la suite strictement décroissante des valeurs
propres strictement positives de T, on a

@ TN = A, (T) = 23(T);

(b) pour tout k>2 de K, A, =sup{(Tx|x): xeS,—1}, o S,_, est la
sphére-unité du supplémentaire orthogonal dans H de la somme directe

EQ)® ... ®E (A1)

L.3. Les espaces o, (pe[1, +o0]). Soient c, 'ensemble des suites com-
plexes de limite nulle et &, l'application de ¢, dans R'U{+ oo} définie par

2, =[ X 1EP17 si pell, +wl, @, (9 =sup{i¢]: jeN*},

JjeN* :
ot & = {{;};.n» appartient i c,. Nous définissons ¢, (H) comme I'ensemble des
opérateurs compacts T sur H pour lesquels @,(s) < +co, ot s = {s;(T)} jen
désigne la suite pleine décroissante des valeurs smgulleres de T (eventuellement
complétée de O si T est de rang fini).

Dans toute la suite, I, J, K, ... désignent systématiquement N* ou des
sections commengantes de N* (i.e. I= {1,...,n}, etc. ...), et {s;(T)}es la suite
pleine décroissante des valeurs singuliéres d’un opérateur compact T sur H.

L'ensemble o¢,(H) est un idéal normé séparable pour la norme
IIT|l, = @,(s) dans 'anneau L (H) (cf. [7]); ainsi o, (H) coincide avec I'ensemble
des opérateurs compacts sur H et ||T||,, = ||| T}ll. De plus, on dispose des pro-
priétés suivantes (cf. [7]):

L (Y, 9)e®"), 1<p<gq) o;(H) c0,(H) = 0,(H) <o, (H).
2. (V. De(RY), 1 < p < q)(YTeo, @) ITll, < |ITl,.

3. (VSeo,(H))(VTeo,(H) SoTeo,(H), ou r=1/p+1/g)" ' > 1

4. (VTeo(H)(VAeL(H)(VjeJ):

(@) s;(AoT) < ||| Allls;(T), s;(T o A) < |I|Alll 5;(T);

(b) si A est de rang g, 5;4,(T) <5;(A+T) < 5;-4(7).

5. (VTea,(H)(V(4, Ble L(H)x L(H)) 4o ToBll, < 4l TI, IiBIll.

6. Pour tout couple (4, B) d’opérateurs compacts sur H, auto—adjomts et
vérifiant 0 <X A<B, on a

(Viel) A(4) < 4,(B).
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Ces relations sont toutes des égalités si et seulement si A = B.

7. Les éléments de o, (H) sont nommeés opérateurs nucléaires sur H. Si T,
élément de o, (H), est auto-adjoint et positif, alors la trace de T, notée tr(T),
est égale a ||T||;. De plus, si (S, T) est un couple de o,(H)x0o,(H), ou
l/p+1/q =1, alors :

tr(SoT)=1tr(ToS).

8. Les éléments de o, (H) sont appelés opérateurs de Hilbert—Schmidt sur

H; muni du produit scalaire

(8] T); = tr(So T*) = tr(T* o),

¢, (H) est un espace de Hilbert complexe séparable.

Nous noterons g, (H, H') 'ensemble des opérateurs compacts T de H dans
H’, de décomposition polaire T= U o T', pour lesquels T appartient 4 ¢, (H), et
nous avons alors
TN, = T,

Les propriétés précédentes s’étendent ainsi, moyennant quelques aménage-
ments évidents, 4 ¢,(H, H').

Nous utiliserons la décomposition de Schmidt de tout élément T de
o,(H, H') sous la forme suivante (cf. [7]):

T= ZSJ(T) ¢;®f; (au sens de la convergence uniforme),
JjeJ _

ou (i) {e;}jes [resp. {f;}es] est une famille orthonormale de H [resp. H'] formée
de vecteurs propres de T *o T [resp. To T*], e; [resp. f;] étant associ€ a la
valeur propre s7(T) de T*oT;

(ii) pour chaque couple (x,y) de Hx H', x®y désigne l'opérateur de
rang 1 de H dans H' défini par u — (x|u)y = x®y (u).

Enfin, nous disposons (cf. [7]) de la

PROPOSITION 1.1. Soient T un élément de o ,(H) (pe[1, + o) et {e;};er un
systéme orthonormal de H. Alors, on a

2 (Tl ey < (ITI,)"

- iel

et cette relation est une égalité si et seulement si T est normal et si {e;};.; est une
base de H formée de vecteurs propres de T.

1.4. Quelques résultats d’optimisation convexe. Nous utiliserons par la suite
les deux résultats suivants (cf. [9]):

PrOPOSITION 1.2. Soient f une application convexe de R dans R vérifiant
Lm_, f =0, et {a;}icr €t {b;}icr deux suites décroissantes de réels (I = N* ou une
section commencante de N¥) telles que

(Vkel) i a; < Z b;.

i=1 i=1
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Alors: () (VkeD) Y,_, f(@) < Y., f(b);
(i) side plus f est strictement convexe sur un intervalle contenant les suites
{a}ier et {b}icr, on a l'équivalence

Y fla)=Y, fb)<=(Viel) a;=b,.

iel iel
PRroPOSITION 1.3, Soient D le domaine de R" défini par
D={x=(Xg,..., X)ER™ X, < X1 < ... <Xy}

et f une application de D dans R admettant des dérivées partielles of /0x; con-
tinues sur D telles que, sur lintérieur D de D:

of _of of
a_x1>6x2> >ax > 0.

Alors, pour toutes suites décroissantes de réels {a,}icr et {b;}icr (I = N* ou une
section commengante de N¥), les inégalités

k ko
< ) b;
1 i=1

(Vke{l,...,n}) .

entrainent
f(ala ey an) < f(bl’ ey bn)a
pour que cette relation soit une égalité, il faut et il suffit que
(Vie{l,...,n}) a,=b,.

Remarque importante. On vérifie aisément que la conclusion de cette
proposition subsiste lorsque I'on remplace la condition df/dx, > 0 par la con-
dition

Il en est de méme si I'on a
)
y. 9, 9
0x, 0x, 0x,,
sur une partie convexe 4 de I'ouvert .
D ={x=(xg,..; X)ER™ X, <Xpy < ... <X}

>0

de R" contenant les points (a,, ..., a,) et (by, ..., b,).

2. REDUCTIONS CANONIQUES D’OPERATEURS COMPACTS

Dans toute cette section, T désigne un opérateur compact de H dans H'
(H' pouvant coincider avec H); autrement dit, un élément de o, (H, H'), de
développement de Schmidt de T (les notations étant celles de la section 1):

T =) s5¢Qf;.

iel
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Pour tout k de I, on pose:
k k

k : k
T,= ) sie®fi, TF=) sf®e¢, P,= Z e®e;, Pi=) f®f.
i=1 i=1 : i=1 i=1
Nous nommerons T, [resp. T;*] la somme partielle d'ordre k du développement

de Schmidt de T [resp. T*]. On obtient alors les relations:

PioT=T,=ToP,, P,oT*=T*=T*oP,,
et, si k<k’: )
C o= T#on=(T*oﬂk Z st e,®e;,

i=1
k
T,oT*=ToTF=(ToT*, =} stf,Qf.
i=1
Remarques. 1. Sis, = $.1, il 0’y a pas unicité des opérateurs T, et P,
(puisque I'on peut modifier le choix de certains ¢; ou f;). On convient alors de
designer par T, et P, 'un quelconque de ces opérateurs, et de méme pour P;.
2. Expressions matricielles en dimension finie. Supposons que H et H’
soient respectivement les espaces R" et R? rapportés a leurs bases canoniques et
munis des produits scalaires (- |),, et -1 )N de matrices canoniques M et N — ce
que l'on notera

H=(R, (1) o H = (R (1.

Si Test alors la matrice canonique d’un opérateur de H dans H', les expressions
matricielles de P, et P, sont

P,=A4M et P,=B'BN,

ou 4 =(a,|...|) [resp. B=(B,]...| B)] est la matrice dont les vecteurs-colon-
nes o, ..., & [resp. B, ..., f;] sont k premiers vecteurs propres M-orthonor-.
més [resp N-orthonormes] de la matrice de Gram geénéralisée I, = 'TNTM
[resp. I, = TM'TN]. Les expressions matricielles de T, et T* s’en dedulsent
auss1tot

2.1. Le résultat principal. L’étude qui suit se fonde sur le lemme suivant:

Lemme 2.1. Si T est un opérateur de H dans H' et si P et Q sont deux
projecteurs orthogonaux de H et H' respectivement, on a:

PoT*oQoToP<PoT*oToP.
En effet, on peut écrire, I; désignant l'application identique sur H:
PoT*oToP—-PoT*oQoToP=PoT*o(Igz—Q)oToP
=PoT*o(Ig—Q)o[PoT*o(Iz—Q)]* >0
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Le théoréme suivant constitue le résultat central de cet article. Il constitue
une version étendue au cadre hilbertien du théoréme de Poincaré de séparation
des valeurs propres d’une matrice hermitienne (cf. [11]):

THEOREME 2.2. Soient T un opérateur compact auto-adjoint sur H, F un
sous-espace fermé de H et P le projecteur orthogonal de H sur F. Alors:

(i) Les opérateurs U = P o Ty (considéré comme opérateur de F dans F) et
PoToP ont les mémes valeurs propres non-nulles et sont des éléments auto-
-adjoints respectivement de o (F) et o, (H).

(i) Si {A;}jer et {p;}jer désignent respectivement les suites pleines décrois-
santes des valeurs propres strictement positives de T et U, on a

(Vjed) 0< ;< 4
(@iii) Si T est positif et si F est de dimension finie q (1 < q < cardJ’), on a
(VjE{l, “nay q}) 'u'J = A’J

si et seulement si F est engendré par q premiers vecteurs propres de T().
(iv) Si T est positif et si F est un sous-espace fermé de codimension finie
=1, 0na
(VieJ) u; 2 4jrq
avec égalité pour tout j de J' si et seulement si F est le supplémentaire orthogonal
dans H d'un sous-espace engendré par q premiers vecteurs propres de T.

Démonstration. (i) o, (H) étant un idéal bilatére de L(H), les opéra-
teurs PoTet PoToP sont compacts ainsi donc que U = Po T; les autres
propriétés se vérifient aisément.

(i) Puisque |||P|l| = 1, on déduit de la propriété 4 du § 1.3 ci-dessus que

(Vied) p;=s5;(U)=5,(PoToP)<s;(PoT) < §j(T) =

ce qui donne le résultat cherché.

(iil) Si F est engendré par g premiers vecteurs propres de 7, que I'on peut
noter, moyennant une renumeérotation éventuelle, ey, ..., e, alors

q

i=1
et par conséquent, pour tout i de {1,...,4}, on a
Ay =2;(PoToP) = 4(U) =y

Réciproquement, 'opérateur PoToPoToP =(PoToP)o(PoToP)* est
auto-adjoint positif de rang q et les u? (i =1, ..., q) sont ses valeurs propres

(*) Clest-d-dire, si {A;},_,  désigne la suite strictement décroissante associée & la suite

.....

A , des g premiéres valeurs propres (positives)de T, F = [E(1))® ... @ E(1)]®G, ou G est
iSj=1

un sous-espace de dimension g—dim[E(1))® ... ®E(4)].
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strictement positives. De méme Po T2 o P est auto-adjoint positif, et d’aprés le
lemme 2.1:

PoToPoToP<PoT?0P,
d’ou il résulte que

(Vie{l,...,q}) ## =4 (PoToPoToP) < A,(PoT?oP)< 4(T? = A2,

la derniére inégalité s’obtenant (par exemple) en appliquant I'assertion (i) 2 T2
Si, pour tout i de {1,..., g}, u;=4;, on a donc

(Vie{l,...,q}) 4(PoToPoToP)=A4(PoT?oP),
et comme 0 X PoToPoToP PoT?oP, il suit clairement

PoToPoToP=PoT?oP. .
On en deéduit que

[PoTo(Iy—P)]o[PoTo(Iy—P)]* = PoTo(Iy—P)oToP =0,

et par suite que
PoTo(gz—P)=(Iy—P)oToP,
ce qui entraine
PoToP=PoT=ToP.

Le sous-espace F est donc invariant par T, et P a les mémes vecteurs propres
que T associés aux valeurs propres 1 et 0. Puisque P est de rang g, il existe
une partic K de I de cardinal g, telle que

P =3} ¢®e,.
ieK
Il en découle clairement que

PoToP =) ie®e,,
ieK

et donc nécessairement K = {1, ..., g}.

(iv) Posons Q = I,—P. Alors, on a

PoTY? = TH2_QoT'?,
ou Q o T/? est de rang inférieur ou égal 4 q. La propriété 4 (b) du § 1.3 implique
alors
(Yed) (T =Q0 T 2 5,44 (T2,

et on en déduit que

()  (YjeJ) s} (PoTY%) = A,(PoToP) > sk (T = 4,(T-T).

D’autre part, d’aprés le lemme 2.1:

0<PoTY?oPoTY?0P<PoToP,
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et par conséquent
(VjeJ') 4 (PoT"?0PoT"?0P)< 4;(PoToP).

Or PoTY?20PoTY?0P = (Po T'?0 P) et donc la relation (1) précédente,
appliquée a lopérateur T'/%, donne

(VjeJ) L[(PoT 2o P)*] = 22(PoTY? o P) > A3 (TY?*~T¥?) = 2,(T-T)),
d’ou il résulte que | o
@ . (Yjel) H(T-T) = kg < 4(PoT0P) < 4y(PoToP) =
Si F est le supplémentaire orthogonal dans H d’un sous-espace engendré par

q premiers vecteurs propres de T, autrement dit, moyennant une renumeérota-
tion éventuelle des vecteurs propres de T, si F = [vect {e, ..., ¢,}]*, alors on a

PoToP = T—ié Ae;®e; = ,Z, Ajrg€i+q®e€jigs
d’ou l'on tire
(VieJ) py=Arq
Réciproquement, si pour tout j de J', u; = 4;.,, alors, d’aprés (2), il vient
(VjeJ) A;(PoT"?*0PoT"?0P)= 4;(PoToP),
d’ot PoTY20PoTY?0P =PoToP, ce qui entraine
[PoT"o(Iy—P)lo[PoT > o(Iy—P)]* = Po T2 o(Iy;—P)o TY?0P =0,
d’ot 'on tire que
PoT?o(Iz;—P)=0 et ({Iz—P)oT'?0P=0
ou encore, comme Q = Iz—P, que
QoTY?0Q=Q0oT'? =T"?0Q.

Reprenant le méme raisonnement que celui utilisé précédemment lors de la
preuve de I'assertion (iii) mais appliqué maintenant a l'opérateur T'/? (dont les
vecteurs propres sont ceux de T), on en déduit que Q est le projecteur de H sur
un sous-espace engendré par g premiers vecteurs propres de T =

2.2. Maximisation de || T;||,, ou de ||P o T;||,. Dans ce paragraphe, F designe
un sous-espace vectoriel de H de dimension finie donnée g (et ultérieurement de
dimension finie au plus égale d q donné) et P le projecteur orthogonal de H sur
F. On considére un opérateur continu T a valeurs dans un espace H', qui dans
un premier temps coincidera avec H. Le rang de T (restriction de T a F) est
donc inférieur ou égal a g, et par suite || T;||, et ||P o T||, existent pour chaque
pde[1, + co[. L'objet de notre étude est la recherche des sous-espaces F maxi-
misant || Ty||, ou ||P o Tgll,. Nous en donnerons ensuite plusieurs conséquences.
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(@) T est un élément auto-adjoint positif de o, (H). Posons U = PoTj.
L’adjoint de Ty est Po T, considéré comme ¢€lément de o, (H, F); il en résulte
que

| Tell, = 1P o T,

Comme U et PoTo P ont les mémes valeurs propres non nulles, il vient (cf.

§ 1.3):

€) IUll, =lIPoToPll, <|IPoT|, =T,

Soit T, = Ao T’ ]a décomposition polaire de T, 'opérateur T’ étant défini par
o T2 = (T,)*o T, = (Po T)o T, = (Po T?),.

Si {A;}ier €t {y;}ic; sOnt respectivement les suites pleines décroissantes des va-
leurs propres positives ou nulles de T et 77, le théoréme 2.2, appliqué
a Popérateur T2, donne aussitot

(Vie{l,...,q)) y? <A} (dod y;,<A).

Il en découle que

q q

@ (TA? = TP = X 9P < X A

i=1 i=1

Rapprochant (3) et (4), on obtient
9
WU, < NTell, < (X A0)Y2 = T ]I,
i=1

ou T, est la somme partielle d’ordre g du développement de Schmidt de
T (définie & une équivalence pres).
D’autre part, {u;};=1,.., désignant la suite des valeurs propres (positives)

de U, les égalités »

) q . . q

WY, = 11Tell, = (X 4% [resp. Ul = () 4)"7]
i=1 i=1

ont lieu si et seulement si 7; < A, [resp. u; < 4] pour toutide {1, ..., q’}; et donc,
par application du théoréme 2.2 (iii) 4 'opérateur T2 [resp. T, si et seulement si
F est un sous-espace engendré par g premiers vecteurs propres de T.

(b) T est.un élément de o (H, H'). Soit T = Ao T’, ou T’ est un élément
auto-adjoint positif de o, (H) et 4 une isométrie partielle de H dans H’
d’ensemble initial adhérence Im T’ de ImT", la décomposition polaire de T
celle de Ty est Tr=4'0T"”, ou T” est un opérateur compact auto-adjoint
positif sur F et A’ une isométrie partielle de F dans H d’ensemble initial Im T”.
On a donc

T,=40Tg =404 0T".
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Comme Im T}, ensemble d’arrivée de 4’, est inclus dans Im T, ensemble initial
de 4, 404’ est une isométrie partielle d’ensemble initial ImT". Par suite,
il vient
TEll, = T, = T Fllp

et maximiser ||T||, revient donc 4 maximiser ||Tg||,, avec T" élément auto-
-adjoint de o, (H). L’application de (a) a I'opérateur T’ montre que || T¢|, est
maximum si et seulement si F est engendré par g premiers vecteurs propres de
T', qui sont aussi q premiers vecteurs propres de T'> = T* o T; le maximum
atteint est ||Tj|,.

(c) F est un sous-espace de dimension finie au plus égale a q donné. Les
résultats précédents s’étendent au cas ou F est de dimension finie non fixée au
plus égale 4 g donné. En effet, si T est élément de o, (H, H') et si G est un
sous-espace vectoriel de H de dimension g (g < dimH) contenant F et si
P [resp. Q] est le projecteur orthogonal de H sur F [resp. sur G}, on a

IPoT*|l, <lIQo T*|l, < ITl,,

car PoQ = P. La propriété cherchée en resulte, étant donné que, si r est
inférieur ou égal 4 g, on a || T||, < [|T}|l,, 'égalité n’ayant lieu que si r = q. La
méme rémarque s’étend au cas (a).

Nous énoncerons donc le théoréme suivant:

THEOREME 2.3. Soient &, I'ensemble des sous-espaces de H de dimension
finie au plus égale a q donné (q fini, g < dimH) et, pour chaque F de %, P le
projecteur orthogonal de H sur F. Alors, pour tout réel p > 1:

(@) Si T est un élément auto-adjoint positif de o, (H), le maximum de
IPo T|l, et de || Tell, quand F décrit %, est obtenu si et seulement si F est un
sous-espace de H engendré par q premiers vecteurs propres de T; le maximum
atteint est égal a ||T]|, dans les deux cas.

(b) Si T est un élément de o, (H, H'), pour que || T||, soit maximum lorsque
F décrit 7, il faut et il suffit que F soit un sous-espace engendré par q premiers
vecteurs propres de T*oT; le maximum est encore égal a ||T}]|,.

Rc;narques. 1. Dans le cas ou Test un élément auto-adjoint positif de
¢, (H), on peut avoir
1P o Tell, = I Txll, < 1Tl
Cette relation a lieu si et seulement si p? = y? pour tout i, ce qui revient, en
vertu de la propriété 6 du § 1.3, a

PoToPoToP =PoT?oP.

La fin de la démonstration du théoréme 2.2 conduit alors 4 un projecteur P de
la forme
P = Z S,- ei®ei,

iek
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ou cardK = q. Tout K tel que I'une au moins des valeurs propres de la famille
{A;}icx mappartienne pas 4 {4,,..., 4,} répond a la question puisqu’alors
q

PO T,y = (ITell,) = ¥ # < Y. & =T,
ieK i=1
2. Lorsque p = o et que T est encore auto-adjoint positif, on a toujours
les inégalités
] p1=IPoTelle < 1 Tpllo < I Tlloo = 44
La relation ||[Po Tl = IT |l [resp. [|Tell, = IT]l,] a donc lieu si et seule-
ment si- u, = A, [resp. y, = u,], ce qui équivaut a dire que F contient un
premier vecteur propre de T (ou de T*o T dans le cas (b))

COROLLAIRE 2.4. Soient T un élément de o (H, H') et P [resp. P7] un
projecteur orthogonal de H [resp. H'] de rang fini au plus égal a un entier
q donné. Alors: :

(i) ToP =T, équivaut a P = P

(i) PoT = T, équivaut a P' = P,.

En effet, si F=ImP et ToP=T, on a

I Tell, = IP o T*|i, = [IT,ll,,

d’ou P = P, d’aprés la proposition précédente; la réciproque est immédiate et
(ii) se déduit de (i) par passage aux adjoints. m

2.3. Macximisation de ||[P'o T o P||,. La proposition suivante constitue une
extension du théoréme 2.3 dont on conserve les notations. On désigne par Tun
opérateur compact de H dans H', par #, [resp. %] I'ensemble des sous-es-
paces vectoriels de H [resp. H'] de dimension finie au plus égale a g [resp. q']
donné, et pour tout couple (F, F') de &#,x %, par P et P’ les projecteurs
orthogonaux sur F et F' respectivement:

- PROPOSITION 2.5. Pour chaque réel p > 1, le maximum de ||[P'o To P||, ou
de ||P' o Tgll, lorsque (F, F') décrit &, x #, (avec q' = q) est obtenu si et seule-
ment si F est engendré par q premiers vecteurs propres de T*o T et si F’ contient
un sous-espace engendré par q premiers vecteurs propres de T o T*. Le maximum
atteint est égal a ||T),.

En effet: -
IP’o ToPlj, <IToP|, =T, < Tl
et, en vertu du théoréme 2.3, la derniére inégalité est une égalité si et seulement
si P =P,. Alors, comme ¢q' > g, il suit

IP'oToP|,=IPoTll, < I(Tgll, = Tl

avec égalité si et seulement si P’ est le projecteur orthogonal sur un sous-espace
de H' engendré par g' premiers vecteurs propres de T, o T;*, autrement dit, si
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ImP’' contient un sous-espace engendré par g premiers vecteurs propres de
ToT* (car q' = q).

Remarques. 1. On obtient un résultat analogue si F’ est de dimension
infinie, & condition toutefois qu’il soit de codimension finie fixée.

2. Si on suppose ¢’ (fini ou non) supérieur ou égal 4 ¢, on raméne le
probléme de la maximisation de ||[P'o To P||, au précédent en remplagant T
par T*.

Enfin, la proposition suivante apparait 4 la fois comme une version plus

générale de la proposition 2.5 précédente et une extension (méme dans le cadre
de Ia dimension finie) du théoréme 2.2 de [11]:

PROPOSITION 2.6. Soient H, et H} deux espaces de Hilbert complexes, T un
élément de o, (H, H), U et V deux isométries partielles de Hy dans H et de
H'| dans H' respectivement telles que ImU appartienne & %, et ImV a F,, avec
q' = q. Alors, pour tout réel p > 1, pour que ||V* o T o U||, soit maximum lorsque
le couple (ImU, ImV) décrit F, x F,, il faut et il suffit que ImU soit un
sous-espace engendré par q premiers vecteurs propres de T*oT et que ImV
contienne un sous-espace engendré par q premiers vecteurs propres de To T*;
le maximum atteint est égal a ||T,.

Démonstration. Soit P [resp. P] le projecteur orthogonal de H [resp.
H'] sur ImU [resp. ImV]. Comme U et Vsont des isométries partielles, on a

MUl <1 et [VII<I.

D’autre part, comme P = Uo U* [resp. P' = Vo V*] et que U [resp. V] est
a image fermée, U* [resp. V*] est égal au pseudo-inverse de Moore-Penrose de
U [resp. V] et (cf. [8]):

IP"o ToPll, <IVIHIV*o To Ul IIU*| < [V*o To Ull,,
ou ‘
~ IV*oTo Ull,=l(V*oVoV¥V*)oTo(UoU*oU),
< IVHIHIP o To Pl U < IP"o To P,

On en déduit la relation
IV*oToUl|l,=|IPPoToP|,
qui permet de conclure. m
2.4. Minimisation de ||T—U]|,, pe[1, +c0]. On se propose maintenant

de minimiser || T— U]|, lorsque U décrit 'ensemble £, (H, H') des opérateurs de
H dans H' de rang fini (non-fixé) au plus égal 4 ¢ donné dans N¥*.

(@) T appartient a o,(H), pe[1, + co[. Gohberg et Krejn ont démontré
(cf. [7]) que le minimum de || T—Ul|, lorsque U décrit #,(H, H) (H' = H) est
atteint lorsque U = T,, somme partielle d’ordre g du développement de



Réductions canoniques d'un opérateur compact 211

Schmidt de T (opérateur défini & une équivalence pres). Nous complétons ce
résultat en prouvant que ce minimum est atteint uniquement lorsque U = T,.
Nous considérons le cas plus général ou T appartient & ¢ ,(H, H’) et effectuons
la démonstration dans ce cadre.

(b) T appartient d o,(H, H'), pe[1, +oo[. L’ensemble #,(H, H') est in-
clus dans ¢, (H, H’) et donc chaque U de #,(H, H') admet une décomposition
polaire U =AoU’, ou U’ est élément de o,(H) et ou 4 est une isométrie
partielle de H dans H' d’ensemble initial ImU’ (U’ est d’image fermée car U, et
donc U’, est de rang fini). L’adjoint A* de A est une isométrie partielle
d’ensemble initial Im U et d’ensemble d’arrivée Im U’. Si P [resp. IT] désigne
le projecteur orthogonal de H' [resp. H] sur Im U [resp. Im U'], il vient donc
(cf. § 1.1):

_ AoA*=P et A*¥od=1I.

Nous effectuons la démonstration en deux étapes. Dans un premier temps,
nous supposons 4 fixé et nous cherchons U’ minimisant || T—4 o U’||,. On peut
écrire
T-U=T—AoU =T-PoT+PoT—A40U" =(T—-PoT)+4o(4*o T-U’),
d’ou

(T- Uy*o(T—U) = (T—Po T)*o(T—PoT)
+(d*¥oT-U)od*odo(4*¥o T-U")
+(T—PoT)*odo(4*o T-U)+(4*o T-U)* 0 A*o(T—PoT).
Or, comme ImA =ImU = Ker(Iy-—P), on a

(T-PoT)*odo(A*oT—-U")=T*o(Igg—P)odo(4*oT-U") =0,

et, par passage aux adjoints, il vient

A*oT-U)oA4*o(T-PoT)=0.
De plus:

(4% o T=U")* 0 A* 0 Ao (4* 0 T— U") = (4* 0 T- U')* o (4* 0 T-U'),

et donc (T— U)* o(T— U) peut s’exprimer sous la forme de Ia somme de deux
opérateurs positifs. De la propriété 6 du § 1.3, il découle donc

Viel) 5;(T-U) =2 s5,(T-PoT),
et, pour que ces relations soient toutes des égalités, il faut et il suffit que
A*oT-U' =0.
Il en résulte aussitdt que

IT-Ull, > IT-Po T,
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et pour que cette relation soit une égalité, il est nécessaire et suffisant que
U=A404*0oT=PoT.

On est donc ramené a chercher un opérateur U de la forme U = Po T, ou P est
un projecteur orthogonal de rang fini au plus égal 4 g rendant minimum
IT—PoT]|,. Posant alors Q = Iy.—P, il suit

IT-PoTIg=1QoTl =Y s5(QoT) = ¥, #2(@oToT*00),
. jer jel . )
ou, en vertu de 'assertion (iv) du théoréme 2.2 appliquée a I'opérateur To T*:
‘(Vjed) 4(QoToT*0Q) = Ajy,(To T*) = 5}, 4(T) = s} (T—T,).
Il en résulte immédiatement que
IT-PoTI; >}, s§(T—T) = IT-T]I5,
avec égalité si et seulement si ~

(Yjed) 4,(QoToT*0Q) = A (To T,
ce qui équivaut, toujours d’aprés I'assertion (iv) du théoréme 2.2, 4 P = Fj.

(c) Le cas p= +o0. La premiére partie de la démonstration précédente
restant valide, on est encore ramené a chercher un opérateur U de la forme
U = Po T rendant minimum ||T—Po T}|,. Or, nous avons

IT—Po T, =max{s;(Qo T): jeJ} > max{s,+q(T) jeJ} =5,41(T),
avec égalité si et seulement si
3 (QoToT*00) = Jg41(T),

ce qui revient a dire que P est le projecteur orthogonal sur un sous-espace de
dimension g de H' contenant un premier vecteur propre de T o T*. Pour ter-
. miner, relevant que pour chaque p de [1, + o], on a, si r <g:

IT—Tl, > | T— Tl
nous pouvons énoncer le

THEOREME 2.7. Soient, pour p appartenant 4 [1, + 0], T un élément de
o,(H, H'), et #,(H, H') l'ensemble des opérateurs de H dans H' de rang fini au
plus égal a q donné. Alors:

(i) Pour chaque réel p=1, le mmzmum de |T-U||, lorsque U décrit
R,(H, H') est obtenu si et seulement si U = T, somme part:elle d'ordre q du
développement de Schmidt de T.

(ii) Lorsque p = oo, pour que ||T—U||, soit minimum lorsque décrit
%,(H, H'), il faut et il suffit que U soit de la forme U = PoT, ou P est le
projecteur orthogonal sur un sous-espace vectoriel de dimension q contenant un
premier vecteur propre de To T*; le minimum est égal a s,4,(T).
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Remarques. 1. Le cas p = 2 est bien connu en dimension finie et dans
un cadre matriciel, la norme |||, correspondant a la norme euclidienne des
matrices. I1 a donné lieu a des développements et applications importantes en
statistique (cf. [3], [10]). '

On relévera que, pour chaque réel p > 1, la solution est unique a une
équivalence prés et ne dépend pas du choix de p. La solution n'est unique que si
Sg+1(T) # 5,(T). -

2. L’assertion (ii) constitue une extension sensible du théoréme d’Allahver-
diev (cf. [7]) qui indique seulement, dans le cas ou H' = H, que

“Inf {IT=Ull,: Uedy(H)} = 1T~ Tl = sg+1(T).

La proposition suivante, conséquence directe du théoréme . précédent,
compléte utilement le théoréme 2.3:

ProrosITION 2.8. Soient unréel p > 1, T un élément de o,(H, H') et %, la
famille des sous-espace fermés de H de codimension finie au plus égale d un entier
q donné. Alors:

(i) Le minimum de ||T;||, lorsque F décrit G, est atteint si et seulement si
F est le supplémentaire orthogonal dans H d’un sous-espace engendré par q pre-
miers vecteurs propres de T*oT.

(i) Si H' = H et si Test auto-adjoint positif, alors, P désignant le projecteur
orthogonal de H sur F, pour que ||P o T, soit minimum lorsque F décrit 4, il
faut et il suffit que F soit le supplémentaire orthogonal dans H d’'un sous-espace
engendré par q premiers vecteurs propres de T.

Démonstration. (i) En effet, si 'on pose Q =I§—P, il vient
IT:ll, = IPo T*||, = IT*—Qo T¥|,,

oi Qo T* est un opérate'uf de H' dans H de rang au plus égal & q; d’aprés le
theoréme 2.7 précedent, pour que || Tg||,, soit minimum quand F décrit %,, il faut
et il suffit que Qo T* = T, autrement dit, en vertu du corollaire 2.4, que
Q=P, ce qui revient 4 P=1,—P,.
(@ii) Comme
IPo Te|lz = IPo To Pl = |IP o T35,
cette propriété se déduit de I'assertion (i) appliquée a Popérateur T2 =

3. QUELQUES PROPRIETES EXTREMALES DES VALEURS SINGULIERES
D’UN OPERATEUR COMPACT

3.1. Quelques propriétés extrémales des valeurs propres d’un opérateur
compact auto-adjoint. Des propositions 2.5 et 2.6 découlent les deux résultats
suivants, le premier apparaissant comme une extension d’un résultat di
a Gohberg et Krejn [7]:

2 — PAMS 172
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THEOREME 3.1. Soient T un élément auto-adjoint de o, (H) et {uy, ..., u,}
un systéme orthonormal de H. Alors:

(i) Si {|Ad}ir est la suite pleine décroissante des valeurs absolues des
valeurs propres de T et {e;};y une base orthonormale de vecteurs propres
de T associés, on a

q
> |(Tu; )P < I/1 P
i=1 1=1

(i) Sip>1, pour que cette relation soit une égalité, il faut et il suffit que,
pour tout i'de {1,..., q}, u;=e,.

(iii) Sip = 1 et si Test positif, pour que cette relation soit une égalité, il faut
et il suffit que uy, ..., u, appartiennent d un sous-espace engendré par q premiers
vecteurs propres de T.

(iv) Lorsque p = 1 et que T n’est pas positif, il y a egahte si et seulement si
{uy, ..., u,} est la réunion d’une base du sous-espace engendré par la famille
{e;: 1< i<q,A4; >0} et dune base du sous-espace engendré par la famille
fe;; 1<i<gq, 4;,>0}.

Démonstration. (i) En effet, si P désigne le projecteur orthogonal de
H sur le sous-espace F engendré par {u, , ..., %)), la proposition 1.1 appliquée
a l'opérateur To P donne

q . q
(5) Y [(Tu|w)P = Y, (ToPu;|w)fP < ||ToPlE = T,
i=1 i=1
ou, en vertu du théoréme 2.3:
q
(6) T < ITE = ) (A4,
i=1

-(ii) La relation (5) est une égalite si et seulement si P = P, (cf. théo-
réme 2.3). D’autre part, si p > 1, pour que (5) soit une égalité, il faut et il suffit
" que u; = ¢; pour chaque i de {1, ..., g} (cf. proposition 1.1), d’ott la propriéte.
(111) Sip=1etsi Test pos1t1f alors on sait que

Z(Tu |u;) = Z (PoToPu;|u) <[IPoTlly = [Tell; < _i/l = [Tl

i=1 i=1
et le résultat découle du théoréme 2.2.

(iv) Si T n’est pas positif, on a T, = Z?=1/1i e;®e;, et pour {u,, ..., u,},
base du sous-espace F engendré par {e,, ..., ¢}, la relation (6) étant une
égalite, il suit

q q

g:l (T | )] = _Zq:l (T, u:lu)| = Z | Z, |(ej|u,-)|2|

Willeflz = 3 1.

1 ji=1

Mw

i
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Pour qu’il y ait égalité, il faut et il suffit que chaque u; soit orthogonal, ou
a tous les e; associ€s aux valeurs propres 4; négatives, ou encore a tous les ¢;
associés aux valeurs propres 4; positives. Si F_ [resp. F, ] est la somme directe
des sous-espaces propres de T associ€s aux valeurs propres négatives [resp.
positives], on a F =F_@F,, ce qui revient a dire que {u,, ..., uq} est la
réunion d’'une base de F_ et d’'une base de F,. m

De cette proposition découle le

COROLLAIRE 3.2. Soient {A;}:r la suite pleine décroissante des valeurs pro-
pres strictement positives d'un élément auto-adjoint positif T de o (H) et
{uy, ..., u;} un systéme orthonormal de H (q < cardl). Alors, pour toute appli-
cation convexe f de R* dans R, on a

__il'f [(Tu; | u)] < ._il f Q).

Si de plus f est strictement convexe, pour que cette relation soit une égalité, il faut
et il suffit que u,, ..., u, soient q premiers vecteurs propres de T.

En effet, quitte & procéder a une re-indexation, on peut supposer que
{(Tw;|u;)}:i=1,... 4 €st une suite décroissante. L’application de la proposition 1.2
donne alors I'inégalité cherchée, compte tenu de I'assertion (i) du thépréme
précédent (avec p = 1). La deuxiéme partie de ce corollaire est encore une
conséquence de la proposition 1.2, étant donné que I'on a (T, |u;) = 4, pour
tout i de {1, ..., q} si et seulement si u; est vecteur propre normé de T associé
a la valeur propre ;. m

Remarques. 1. Si T n’est pas positif, on relévera que I'on obtient un
résultat analogue en considérant |(Tu,-|u,.)| et |4,

2. L’assertion (iil) du théoréme 3.1 est une autre maniére d’exprimer une
propriété due a Wielandt (cf. [12]).

3.2. Quelques propriétés extrémales des valeurs singuliéres d’un opérateur
compact non auto-adjoint. Des deux résultats précédents, nous déduisons la

PROPOSITION 3.3. Soient T un élément de o, (H, H'), {s}ic; la-suite pleine
décroissante des valeurs singuliéres non-nulles de T et {u,, ..., u,} un systéme
orthonormal de H (q < cardI). Alors, pour tout réel a > 1, on a

q q
Y ITul* < Y, s
i=1 i=1

Pour que cette relation soit une égalité, il faut et il suffit que {u,, ..., u,} soit
— lorsque a > 1, un systéme orthonormal de q premiers vecteurs propres de
T*oT;
— lorsque o= 1, une base orthonormale d’'un sous-espace de H engendré
par q premiers vecteurs propres de T*oT.
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En effet, lorsque o > 1, 1g+ désignant la fonction caractéristique de R*, il
suffit d’appliquer le corollaire 3.2 4 la fonction f: x — x*1g+ (x) et 4 I'opérateur
T*o T, aprés avoir remarqué - que

q
Y (T*o Tu,|u) = Z (Tu;| Tw,f® Z | Tu 2.
i=1
Lorsque o = 1, il suffit d’appliquer l‘assertlon (ii) du theoreme 3.1 a l'opérateur
T*oT. &
La prop031t10n sulvante constitue une extension du théoréme 3.1:

PROPOSITION 3. 4 Soient T un élément de o, (H, H'), {8;}ic1 la suite pleine
décroissante des valeurs singuliéres non-nulles de T, {uy, ..., u} et {vy, ..., v}
deux systémes orthonormaux de H et H' respectivement (q < cardl). Alors:

(a) On a a
AR
i=1 i=

et pour que cette relation soit une égalité, il faut et il suffit que les deux conditions
suivantes soient réalisées:

() {uy,...,u,} [resp. {vy,...,v,}] est une base orthonormale dun
sous-espace engendré par g premiers vecteurs propres e,, ..., e, [resp. fi, ..., f]
de T*oT [resp. ToT*];

(i) il existe un nombre complexe ¢ de module 1 tel que

(V@ Nefl, ..., a}?) (filv) = ele;lw).

(b) Pour chaque application convexe g de R* dans R, on a

.Zq‘,l g [I(Tui | ”i)l] < ._il g(sy),

et, si g est strictement convexe, cette relation devient une égalité si et seulement si
Uy, ..., Uy [resp.vy, ..., v,] sont q premiers vecteurs propresde T*o T [resp. To T *1].

Démonstration. (a) Soient F et F' les sous-espaces engendrés respec-
tivement par {uy, ..., u;} et {vy, ..., v}, P et P’ les projecteurs orthogonaux de
H sur’F et de H' sur F'. Alors, d’aprés la définition de la norme ||+, (cf. § 1.3 et
[7]) et la proposition 2.5, on a

q

q ' q
Y |(Twlv)| = ¥ |[(P'o ToPu,|v)| <|[PPoToP|, < Z
i=1 i=1

Toujours en vertu de la proposition 2.5, la derniére inégalité dev1ent une égalité
si et seulement si P= P, et P'= P;. Sous cette condition, il suit donc

-i [(Tu;|v)| =Zq:1 (T, u;10,)| =i Ii s;(e;1u) (f;]0)|

5 % el 1)

0 Mn
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Or, d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
q q q
2 [(e; 1] [ 10 < (X ;1) (X U1 olP)2 = 1,
i=1 i=1 i=1

avec égalité si et seulement si
3k,eR*: (Vie{l, ..., q)) |(f;lv)| = k;|(e; 1 w).
Alors, pour chaque j de {1, ..., q}, il vient '

Z |12 = AP = 1=K Z \e; lu)l2 = ki lle; II2

d’oﬁ l’On tlre k] — ]_. On peut donc .ecrlre-
el 9
I.gl Sj(e]' l ui)(j:i l Ui)| = |;1 Sj Ej I(e]{ ui)|2|5

ou les ¢; sont des complexes de module 1. ~
Il en découle que maximiser Zg=1_|(Tui|vi)| revient 4 maximiser

I,g sy8;](e; 1 w)]s

or, cette derniere expression n’est maximum que si tous les ¢; sont égaux 4 un

méme complexe ¢ (de module 1). Il en résulte que Z - |(Tu |v )| est maximum

(et égal a Z ,S)siet seulement si les deux conditions suivantes sont réalisées:
@ P= P et P'=

(i) il cxiste un complexe ¢ de module 1 tel que
(VG Defl, ..., a}?) (f;1v) = ele;|uy).

(b) Quitte a procéder a une re-indexation, ‘on peut supposer que la suite
{|Tw;1v}i=1.....q €st décroissante. La propbsition 1.2 appliquée 4 linégalité (a)
conduit alors auss1t0t a Pinégalité (b), et, si g est strictement convexe sur R*,
une telle inegalité devient une égalité si et seulement si -

) (Vle{l > 4}) I(Tulv)|—s _
Or, l'inégalité de Cauchy~Schwarz donne, pour tout i i de {1 IS
|(Tusloa? < NTudl® = (T* 0 Tty lu) < 57

" |(Tw; | )> < IT*0)||* = (To T*v;|v) < 7.
Il en résulte que, pour que |(Tui|v,.)| =5, il faut ef il suffit que
(T*o Tu,|u,) = (To T*v,|v;) = s,
et la relation (b) est donc une egahte si et seulement si uy, .. , u, [resp.

vy, ..., U,] sont g premiers vecteurs propres orthonormés de T*oT [resp.
To T*] B
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Enfin, désignant par det (T* o Tu;|u;); j=1,..., le déterminant de la matrice
a g lignes et g colonnes
((T* o Tu,| uj)i,j= 1, q)a
nous avons la
ProPOSITION 3.5. Si Testun élément de o, (H, H') de rang supérieur ou égal
d q donné, {s;},cr la suite pleine décroissante des valeurs singuliéres non-nulles de
T et &, la famille des systémes orthonormaux de q vecteurs de H, on a

9
max{det (T*0 Tug | ijm1,.gt {Uj}i=1,..a€ T} = ]__Ilsiz

Pour que ce maximum soit atteint, il faut et il suffit que {u;};~1,.. , soit une base
orthonormale d'un sous-espace F de H engendré par q premiers vecteurs propres
de T*oT.

‘En effet on sait que (cf [4], [7])
q
max{det(T*oTu,-luj),,j=1,_,,,q. {u}i=1,...e %} < ] st
: i=1

Si F est le sous-espace engendré par {u;} ,-=1,__l,,q, P le projecteur orthogonal de
H sur. F et {y;};-q, , la suite pleine décroissante des g premiéres valeurs
propres non-nulles de PoT*oToP,. il vient

det(T* o Tu; | u); j=1 det(PoT*oToPulu)', Long = ]_[/,tl

Or les assertions (i) et (i) du théoréme 2.2 indiquent success1vement que
(Vie{1,...,q}) 0 < jy < s
(ce qui redonne immédiatement le résultat rappelé ci-dessus) et que p; = s7

pour tout i de {1,..., g} si et seulement si F est engendré par g premiers
vecteurs propres de T*oT, ce qui permet de conclure. m

Remarque. On notera que, si T est un élément auto-adjoint de ¢ (H)
ce corollaire peut s’appliquer a 'opérateur T/2. Le maximum cherché est “alors
atteint si et seulement si {u;} j:l,"_,q'est une base orthonormale d’un sous-
-espace engendré par g premiers vecteurs propres de T.

3.3. Propriétés spécifiques de la dimension finie. Considérons un opérateur
compact T de H dans H'. Le théoréme 3.1 appliqué a l'opérateur T*o T in-
dique que, pour tout élément {u,, ..., u,} de 'ensemble &, des systémes de

-q veeteurs orthonormaux de H (g < cardJ), on a

(Vk q)Z(T*oTqu) isf
=1

i=1.
Par suite, si f est une fonction de R? dans R vériﬁant les hypothéses de
la proposition 1.3, on a, aprés re-indexation éventuelle de la suite
{(T*o Tu;|u): i=1,..., g} de maniére a ce quelle soit décroissante

 fI(T*o Tuy | uy), ..., (T*o Tuglu)] < f(53, .-.s 5.
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Pour que cette relation soit une égalité, il faut et il suffit que, pour tout i de
{1, ..., q}, on ait (T* o Tu;| u;) = s}, ce qui équivaut a dire que {u,, ..., u,} est
une famille orthonormée de g premiers vecteurs propres de T*oT.

Relevons d’autre part que, conformément a la remarque qui suit la propo-
sition 1.3, on peut remplacer I'hypothese &f/dx, > 0 par I'hypothése

q q .
(V{ug,...,u}es) > (T*oTulu)= ) si.
i=1 i=1 7
Si H est de dimension finie k et si I'on prend g = k, cette condition est vérifiée
(par définition méme de ||T* o T||,); de plus, si T est de rang k, alors les réels
(T*o Tu,|u;) et s; sont posmfs pour chaque i.

Nous énoncerons ainsi la

ProOPOSITION 3.6. Soient T un opérateur injectif de H, espace de Hilbert de
dimension finie k(k > 1), dans H', et f une application de R* dans R admettant
des dérivées partielles continues vérifiant la condition

0
f 6f >ﬂ>0
axl 6x2 0x,
sur l'ouvert
D ={(x4,..., x,)eR*: x; > ... >x,>0}.

Alors, on a
max{f [(T*o Tu, |u,), ..., (T*o Tu, |u)1: {uy, ..., w}e%} = (3, ..., s8),

et pour que ce maximum soit atteint, il faut et il suffit que {u,, ..., w,} soit une
base orthonormale de H formée de vecteurs propres de T*oT.

Etant donnés deux entiers naturels » et k vérifiant 1 < n < k, considérons
maintenant la fonction symétrique élémentaire S, qui 4 tout (x,, ..., x,) de R¥
associe le réel

Sa(Xps .0 Xp) = Y Xiy e X .
1<i1<...<in<k

Du théoréme précédent, on déduit alors le
COROLLAIRE 3.7. Soient T un opérateur auto-adjoint positif injectif défini
sur un espace de Hilbert de dimension finie k > 2, et {A;}i=1, .1 la suite pleine

décroissante des valeurs propres de T. Alors, pour tout {u;}i=1,. i de &, et tout
entier n de {2,...,k}, on a

S, [(Tuy fuy), -, (T |w)] = S, (Ags o s Ay)-

Pour que cette relation soit une égalité, il faut et il suffit que {u;};—1,.. ; soit une
base orthonormale de H formée de vecteurs propres de T.
Démonstration. L’application f = —S§, vérifie les hypothéses de la

proposition 3.6 qui, appliquée a I'opérateur T/? donne aussit6t le résultat.
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En effet, on a
Sn(xl, veey xk) = xiS,,_l(xl, vany Xje1s Xid1s ones xk)

F 8 (15 ees Xim1s Xit 15 - er Xg)s
d’od l'on tire que

Of]0x; = —Spe1(X1s cvvr Ximts Xit1s -5 X
et, si x; > X;+1, QuUe
ffoxiry = —Spa1(Xgs ovus Xim15 Xps Xt 25 -0y X) ‘
' € Syt (Egs ey Xity Xiats - Xp) = Of0X,.

Remarque. Lorsque n =k, on obtient en particulier:

mjn{_l_—ll (Tu; | u): {ui}i=1,...,k55’k} = I:[l A

ce minimum étant atteint uniquement si {u;};—1, . est une base orthonormale
de H formée de vecteurs propres de T.

Par application de la proposition 3.6 4 I'opérateur T%/2 et 4 la fonction
f de R* dans R qui & tout (x, ..., X,) associe Zulxi—le“, on obtient le

COROLLAIRE 3.8. Sous les hypothéses du corollaire 3.7 et pour tout réel
a=1,ona
max{Y |(Tu,| u)—(Tu; | w)|*: {u}i=1,..x€ %} = D 1A= Al
ij ij
le maximum étant atteint uniquement lorsque {u;};- 1, x est une base orthonor-
male de H formée de vecteurs propres de T.

Remarque. Lorsque a = 2, ce résultat peut se déduire directement du
corollaire 3.7, puisque l'on a

k
23 X, x4y (x— %2 =2k Y, x.
J i=1

i#j i
TRAVAUX CITES

[1] N.I. Akhiezer and I. M. Glazman, Theory of Linear Operators in Hilbert Space, Frederik
Ungar Publishing Co., New York 1961.

[2] J. N. Darroch, An extremal property of principal components, Ann. Math. Statist. 36 (1965),
pp. 1579-1582.

[3] J. Dauxois et A. Pousse, Les analyses factorielles en calcul des probabilités et en statistique:
Essai d’étude synthétique, Thése d’Etat, Université Paul-Sabatier, Toulouse '1976.

[4] 1. Dieudonné, Fondements de 'analyse moderne, Tome 1, Gauthier-Villars, Paris 1968.

[51 N. Dunford and. J. T. Schwartz, Linear Operators, Vol. 1, 2°™ ed., Interscience Publishers,
New York 1964. . :



Réductions canoniques d'un opérateur compact 221

[6] I. M. Gelfand et N. Y. Vilenkin, Les distributions, Tome 4, Dunod, Paris 1964.

[71 L C. Géhberg and M. G. Krejn, Introduction to the Theory of Linear Non-selfadjoint
Operators, Nauka, Moscow 1965. English translation: Transl. Math. Monographs, Vol. 18,
Amer. Math. Soc., Providence, R.I, 1969. M.R. 36# 3157.

[81 C. W. Groetsch, Generalized inverses of operators — Representation and approximation,
Pure Appl. Math,, M. Dekker, Inc.,, New York and Bile 1977.

[9]1 G. H. Hardy, J. E. Littlewood and G. Polya, Inequalities, University Press, Cambridge
1964.

[10] C. R. Rao, The use and interpretation of principal component analysis in applied research,
Sankya Ser. A 26 (1964), pp. 329-358.

[11] ~ Separation theorems for singular values of matrices and their applications in multivariate
analysis, J. Multivariate Anal. (1979), pp. 362-379.

[12] H. Wielandt, An extremum property of sums of eigenvalues, Proc. Amer. Math. Soc. 6 (1955),
pp. 106-110.

Département de Mathématiques—Recherche
LP.R.A. — Université de Pau et des Pays de '’Adour
Avenue de I'Université — 64000 Pau, France

Received on 7.1.1997







