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SUR LA DERIVEE FRACTIONNAIRE DU TEMPS LOCAL BROWNIEN

PAR
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Abstract. In this paper, regularity of the fractional derivative
(with respect to the space variable) of the brownian local time is
studied. As a consequence, some results on the regularity of other
additive functionals of brownian motion are obtained.

1. INTRODUCTION

Soit (B,, t > 0) un mouvement brownien linéaire et (L(t, x), ¢ > 0, xeR)
une version p.s. continue (en t et x) de son temps local, ie. la densité de la
mesure aléatoire p,(4) = j’; %4 (Bg)ds par rapport a la mesure de Lebesgue (ou
A = R est un borelien de R et y,(°) est la fonction indicatrice de A). Il est bien
connu d’aprés [14] et [12] que pour tout T> 0 le temps local vérifie ps. la
condition de Hélder d’indice v, v < 4, sur [0, T] x R. Par ailleurs il a été montré
dans [4] et [6] que pour tout t > 0 a fonction aléatoire L(t, -) vérifie p.s. la
condition de Holder d’indice % en norme I?, p < o0, et en une certaine norme
de Orlicz. Vu les inclusions

Lip(p, o) = Lip(co, a—1/p) pour 1/p<a

(Lip(p, «) étant I’espace des fonctions vérifiant la condition de Holder d’ex-
posant a en norme I?; voir aussi la section 2), les conditions données dans [4]
et [6] sont plus précises que la condition de Holder d’indice v, v < %, en norme
uniforme.

Le présent travail est motivé par la question soulevée dans la remar-
que 3 de [4] sur 'appartenance d’autres fonctionnelles additives du mouvement
brownien aux espaces Lip(p, a). Le temps local brownien étant une fonction-
nelle additive particuliére du mouvement brownien, elle appartient a la classe
des fonctionnelles additives continues, associée au brownien, d’énergie nulle au
sens de Fukushima [9]. Cette classe contient des exemples importants, notam-
ment la dérivée fractionnaire et la transformée de Hilbert du temps local. Elles
ont été étudiées par plusieurs auteurs dans divers points de vu. L’existence de la
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valeur principale de Cauchy du temps local brownien a été remarquée par 1t6
et Mackean [10]. Ensuite Yor [18], Yamada, [15], Nakao [11] et Bertoin [1]
ont developpés I'étude de ces fonctionnelles, ce qui a permis par exemple
d’obtenir une généralisation de la formule de Itd (voir [18] et [2]) et d’établir
des théorémes limites pour les temps d’occupations du mouvement brownien
(voir [17]). Les dérivées fractionnaires du temps local ont été étudiées par
Ezawa et al. dans [8] pour des objectifs de la physique et elles apparaissent
naturellement dans certains théorémes limites (theorems 2.1 et 2.2 dans [17]).
Elles apparaissent aussi de fagon naturelle dans le calcul stochastique (voir
Fukushima [9]), ainsi que dans la théorie spectrale des cordes vibrantes (voir
Bertoin [1]). Dans ce travail nous nous sommes interéssés a la régularité des
dérivées fractionnaires du temps local; comme conséquence, nous obtenons
des régularités pour les fonctionnelles associées a la partie finie d’'Hadamard
H*(—1—a, t) (0 < a < %) (voir section 4) et 4 la valeur principale de Cauchy
C? (voir la remarque 4.3). Déja traitées par exemple dans [15]-[18], [3] et [2],
ces fonctionnelles peuvent étre obtenues moyennant la transformée de Hilbert
et D°L(t, ) — la dérivée fractionnaire d’ordre a par rapport a la variable x du
temps local brownien.

D’aprés l'article de Yamada [16], on sait que le processus D*L(¢, x) vérifie
les conditions de Hélder suivantes:

Soit T > 0; alors p.s. pour tout 0 < B < 4 —a il existe une constante C > 0
telle que pour tout 0<t,s< T et xeR

1.1) |D*L(t, x)—D*L(s, x)| < Clt—s|f,

et pour tout 0<t< 1T, x, yeR

(1.2) ID*L(t, x)—D*L(t, y)| < Clx—yl’.

Cette régularité de D°L(t, x) entraine le résultat sur la régularit¢ de
H*(—1—a,t):

Soit T, M > 0; alors p.s. pour tout 0 < 8 < 3—a il existe une constante
C >0 telle que pour tout 0<¢t,s<T, x| <M

|H*(—1—a, ) —H*(—1—a, 5)| < Clt—sl’,
et pour tout 0<t<T |x,|y<M
|H*(—1—a, )—H’(—1~a, t) < Clx—.

Dans cet article nous montrons les résultats suivants:

1. Pour tout t > 0 et p < oo la fonction aléatoire D*L(t, -) vérifie p.s. la
condition de Hélder d’exposant 41—« en norme I7(R) (théoréme 3.2).

2. Pour tout T> 0 et 0 < f < (1—a)/2 la trajectoire t — D* L(¢, x) verifie
p.s. la condition de Holder d’indice f sur [0, T], uniformément en xe€R
(théoréme 3.3).
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Nous en déduisons des résultats similaires sur la régularité du processus
H*(—1—a,t), 0 <a <% (propositions 4.1 et 4.2).

La démonstration du premier point est basée sur les mémes techni-
ques que celles utilisées dans [17]. Par ailleurs, pour montrer le deuxiéme

point, nous utilisons une condition de Holder mixte du temps local, donnée
dans [5].

2. DERIVEES FRACTIONNAIRES, ESPACES FONCTIONNELLES
ET REGULARITE DU TEMPS LOCAL

Dérivées fractionnaires

DerFmarioN 2.1, Soit 0 < < 1 et f: R— R une fonction bornée, locale-
ment holderienne d’indice 4, A > o. Alors la dérivée fractionnaire (de Marchaud)
d’ordre o de f est définie par

o }"f(x)—f(x—t)

dt.
ri—w; l+e

2.1 Df(x) =

Pour les propriétés des dérivées fractionnaires, voir par exemple [13].

Espaces fonctionnelles. Nous considérons les espaces de fonctions vérifiant
une condition de Holder en norme IF(R), 1 < p < 0.

Soit feI’(R), 1 < p < 0, le module de continuité de f en norme I¥
(d’ordre 1) est défini par

w,(f, 8) = sup ([If x)—f x+h)Pdx)'?, 6>0.

lh|<é R

Soit 0 <« < 1; alors l'espace des fonctions vérifiant la condition de Hdlder
d’exposant o en norme I (R) est défini par

Lip(p, a) = {fel!’(R): sup 229 +oo}.

a
s>0 O

Pour p= o et feC(R)nNL®(R), on définit
We (f, 6) = sup sup|f (x)—f (x+h)|

|h| €6 xeR
et

Lip (o0, a) = {feC(R)an ®): sup 2= oo}.

]
>0 O

Régularité du temps local. D’aprés [14] et [12], on sait que le temps
local brownien vérifie p.s. les conditions de Holder suivantes: pour tout T > 0 et
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0 < <% il existe une constante C >0 telle que pour tout 0 <t¢, s< T,
xeR

2.2) L@, §—L(s, X)| < Clt—s|*

et pour tout 0 << T, x,yeR

(2.3) L, x)—L{t, y) < Clx—yI.
Nous utiliserons aussi des résultats suivants:

THEOREME 2.2..Soit t > 0. Alors p.s. L(t,)eLip(p, 3) pour tout p < .

" THEOREME 2.3. Soit T > 0. Alors p.s. pour tout 0 <a <t et 0<p<iil
existe une constante C > 0 telle que pour tout (t, x), (s, y)€[0, T]xR

IL(t, x)—L(t, y)—L(s, x)+Ls, y)l < Cle—s|*|x—y}’.

La démonstration du théoréme 2.2 se trouve dans [6] et celle du théo-
réme 2.3 dans [5].

3. REGULARITE DE LA DERIVEE FRACTIONNAIRE DU TEMPS LOCAL

Soit 0 < a < B < 1 et fune fonction a support compact. Si f € Lip (0, f),
alors D*f eLip(co, f—a) (voir par exemple [13]). Nous avons besoin d’une
version de ce résultat pour feLip(p, ) pour p < 0.

LeEMME 3.1. Soit 0 < @ < B <1 et f: R — R une fonction a support compact
telle que feLip(p, B) pour tout 1 < p < 0. Alors D*feLip(p, f—a).

Démonstration. Comme feLip(p, f), alors f € Lip(co, f—1/p); puis-

“que feLip(p, f) pour tout 1 < p < oo, alors feLip(co, y) pourtout 0 <y < f

et D*f est donc bien définie; de plus, f étant & support compact
|Daf (X)l =0 (ﬁ) pour X - 0 et 3xoeR Vx<xo Daf (x) =

Comme D*f eLip(co, y) pour tout 0 <y < f—a, donc D*f e I (R) pour tout
1 < p < c0. Pour la démonstration du lemme 3.1, il faut montrer que pour tout
p<oo

w,(D*f, 8)=0(6*"% pour 6 »0.

Soit 1 < p < o0 et h > 0. D’aprés la définition de la dérivée fractionnaire
on a

ID°f (x+h)—D*f (X)l

t1+a t1+a

<°°f(x+h) S erh—t), 216, )

F(l o) °

= 1S ) —f ok h—)—f ()+f x=0)

t1+a

Qt—a

F(l )
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ce qui entraine

1D*f (x+h)—D%f ()]

o« |FUCAD—+h—0—f O +f (=0l
S Ir(1—o) o tite P
x "j"||f(x+h)—f(x+h—t)—f(x)+f(x—t)|lpdt
Sr(-w; tite :
20 (AIf)=f =0, ,  TNfO)=f x+h),
= I"(l__a)(£ t1+a dt+ . t1+a dt)

h tﬂ © 1
<C (_[mdt+h” jmdt> < C kP77,
ol wl
et la preuve du lemme 3.1 est achevée. m

Puisque pour tout ¢t > 0, L(t, -) est p.s. une fonction a support compact,
on obtient grace au théoréme 2.2 et le lemme 3.1 le résultat suivant:

THEOREME 3.2. Soit t >0 et 0 <« < 4. Alors p.s. pour tout p < oo
D*L(t, )eLip(p, 3 —a).

Maintenant, nous allons donner un résultat sur la régularité de D* L(t, x)
en t.

THEOREME 3.3. Soit T>0 et 0<a <% Alors ps. pour tout 0<2
< (1—a)/2 il existe une constante C > 0 telle que pour tout 0 <t,s < Tet xeR

|D*L(t, x)—D*L(s, x)| < Clt—sl*.

Démonstration. Soit xeR, h >0et 0<¢, t+h < T D’aprés la défini-
tion de la dérivée fractionnaire on obtient

ID*L(t, x)—D*L(t+h, x)|

a  C|L(t,x)—L({t, x—u)—L{t+h, x)+L({t+h, x—u)|
< .
r(1—a)£ ul*e du

Soit x < <3, 0<y<3etO<¢<i;soit a>0. En utilisant les inégalités
(2.2), (2.3) et le théoréme 2.3, on obtient

[D*L(t, x)—D*L(t+h, x)|

. }lL(t, x)—L(t, x—u)—L(t+h, x)+L(t+h,x—-u)|d
ST—w) ulte “
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+ o °J‘3|L(t x)—L({t+h, x)|+|L(t x—u)—L(t+h, x— u)l
rl—a)s ulte

a B @
< Cl (h': ui‘+d j 11+1du) < Cz (ht:aﬂ"a_*_hya”u).
a W

0
En choisissant a = h"~%8 on a

|D*L(t, x)~D*L(t+h, x)] < C, pyA —a/B)+5a/B)
Pour tout 0 < A <3—o0/2 on peut trouver e <f <4, 0<y<}et0<é<i
telles que A =y(1—a/p)+&(2/B), ce qui entraine le théoréme 3.3. =

Remarque 34. Soit T >0 et 0 <a <4 Alors p.s. pour tout 0 < 4
< (1-a)/2 il existe une constante C > Q telle que pourtout 0 <t, s < TetxeR

|t—s|*
(1+fxf)t+*

En effet, soit T > 0, alors p.s. il existe une constante 4 > 0 telle que pour
tout 0<t<T

{D*L(t, x)—D*L(s, x)] < C

suppL(t, )= [—A4, A].

Pour x < —A ona D*L(t,x)=0 pour tout 0 <t < T; pour —A4 < x <24,
on applique le théoréme 3.3 et enfin pour x > 24 on a

|[D*L(t, x)—D*L(s, x)|
o ®|L({, x)—L(t, x—u)—L(s, x)+L(s, x— u)|
I"(l—oc)'g ulte
**41L(s, x—u)—L(t, x— u)I
F(l—oc) J. ulte

. En utilisant cette inégalité et (2.2) on obtient

le—sl*
« _p° <C—r—"—.
|D L(t, X) D L(S, x)l C(1+|xl)1+a .\

4. REGULARITE‘ DE LA FONCTIONNELLE ADDITIVE
ASSOCIEE A LA PARTIE FINIE D’HADAMARD

Nous commengons par rappeler la définition de la fonctionnelle additive
associée a la partie finie d’'Hadamard.

Soit (B;, t > 0) un mouvement brownien et soit 0 < a < %; considérons
pour tout xeR la fonction

(u—x)L {0 pour u < x,

B0 =00-9 " lu—9""*-a)1-0) pour u>x
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Alors la fonctionnelle H*(—1—a, t) — la fonctionnelle additive associée a la
partie finie d’Hadamard — est définie par la formule d’Itd généralisée suivante:

4
H(—1—a,t)= Z(Fx (Bt)_Ec(BO)_IF;(Bs) st):
0
ou j:,E; (B,) dB; est 'intégrale stochastique d’It6. D’apres [17] nous avons une
représentation de H*(—1—a, t) donnée par
(41) H*(—1—a,t) =cos(n(l+a)D*L(t, x)—sin(n(l +a))# (D* L(t, }))(x),
ou S (f) est la transformée de Hilbert:

(= LERIL =0,

0

PROPOSITION 4.1, Soit 0 <o <4, t>0 et 1 <p < oo. Alors ps.
H (—1—a, HeLip(p, 3—a).

Démonstration, On sait que pour tout 1 < p < o0, #: I(R) > I (R)
est un opérateur linéaire borné (voir par exemple [7]); de plus, pour heR

(L) +h)~(Hf)() = H (f+B)—f ().
Ces propriétés de # et le théoréme 3.2 entrainent la proposition 4.1. =

ProPOSITION 4.2. Soit TTM >0 et 0<a<$3. Alors ps. pour tout
0 < A < (1—w)/2 il existe une constante C > 0 telle que pour tout 0 < t,s< T
et [x <M

|H*(—1—a, s)—H*(—1—a, t)] < C|s—t*.

Démonstration. D’aprés la formule (4.1) et le théoréme 3.3, il suffit de
vérifier que pour tout 0 < 4 < (1—a)/2 il existe une constante C telle que pour
tout 0<t,s<T et |x|<M

) I(%’D"L(t, N(x)—(#D*L(t+h, ))(x)l < Clh*
Soit 0 < A < (1—a)/2 et 0 < B <4—a. Posons a = |h*2. Comme

(#D*Lz, ) () = ID“L(T’ )= DL X0,

2

on obtient d’aprés l'inégalité (1.2) et la remarque 3.4
|(#D* Lz, -))(x)—(#D* L s, )} (x)|

< J.|D L{t, x+u);D Lit, x—u)|du

[=]




318 i B. Boufoussi et al.

D" L(s, x+w)—D*L(s, x—u)|

+/

0 } u

2 |D*L(t, x+u)—D*L(s, x+u)|
du

+{ ”
+ |D*L(t, x—u);D L(s, x—u)du

a 2M1
£C, (juﬂ‘l du+t—s|* | ;du
0 a

®1 1 1
+e—s)* | = =+ — |du
o \(x+ul+1)" 7% (x—ul+1)" 7

+1n (2M)) ,

1
< Cslt—s/*| In
|t—s|

ce qui achéve la preuve de la proposition 4.2. =

Remarque 4.3. Considérons la fonctionnelle additive du mouvement
brownien associée a la valeur principale de Cauchy:

= 2((B,—x)ln(lB,—xI)—(B,—x)—j'ln(|Bs—x|)st), xeR,t=0.

D’apres [15] et [17] on sait que C7 est p.s. holderienne d’indice y pour tout
0 <y <3 et quelle a la représentation suivante:

C: = # (Lt ) ().

Le théoréme 2.3 et les propriétés de la transformée de Hilbert entrainent que
pour tout t >0 et 1 <p < oo ps. C;eLip(p, %)
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